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O objetivo principal desta Mesa Redonda ¢ divulgar para toda a comunidade os
trabalhos do Grupo de Educa¢ao Matematica no Ensino Superior, da SBEM, que existe desde
2000. Como coordenadora do grupo desde o inicio, apresento um histérico dos encontros e
dos temas abordados ao longo desses 4 anos, além de apontar o crescimento das pesquisas
referentes a esse segmento de ensino.

Um dos temas que tem preocupado os pesquisadores ¢ a dificuldade dos alunos que
chegam ao ensino superior com sérias deficiéncias em matematica basica. Como lidar com
essas deficiéncias e a0 mesmo tempo conseguir aprendizagem significativas nas disciplinas
do 1° periodo? Numa tentativa de responder a esse questionamento, estou desenvolvendo um
trabalho alternativo com alunos de um curso de engenharia, cujos resultados serdo discutidos

na apresentacao.

Historico do Grupo de Pesquisa em Educa¢io Matemaitica no Ensino Superior

O Grupo de Educagao Matematica no Ensino Superior ja se reuniu, a nivel nacional,
trés vezes: no I Semindrio Internacional de Pesquisa em Educacdo Matemadtica (I SIPEM)
realizado em Serra Negra (SP) em novembro de 2000, durante o VII ENEM, que se realizou
na UFRJ em julho de 2001 e no I SIPEM, em Blumenau (SC) em outubro de 2003.

Considerando o cendrio internacional, observa-se uma preocupagdo crescente com
esse segmento do ensino, como comprovam os levantamentos de pesquisas publicados nos
ultimos anos (Tall, 1991; Grows, 1992; Bishop,1996) e os anais de conferéncias realizadas em
diversos paises, como por exemplo as conferéncias do grupo de Psychology of Mathematics

Education (PME).
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Os trabalhos apresentados no I SIPEM constam do texto do GT 4, no livro de
Resumos do I SIPEM, péginas 118-168. Ainda foram relatados resumos de outras pesquisas,
mas ¢ claro que estes trabalhos ndo representam ainda o estado da arte das pesquisas em
Educacdo Matematica no Ensino Superior. Nos trabalhos apresentados foram enfocados os
seguintes topicos da Educagao Matematica no Ensino Superior:

- uso das novas tecnologias no ensino;

- fungdes da prova e da argumentagao;

- analise de livros didaticos;

- compreensio de topicos especificos de Calculo, Geometria Analitica e Algebra Linear
e, em particular,

- as disciplinas do ciclo basico da area de exatas e os cursos de Licenciatura em
Matematica.

Um bom resumo desses trabalhos ¢ apresentado por Pinto (2002), com uma visdo
comparativa dos temas abordados

Durante os debates do grupo, observou-se ter havido um crescimento significativo de
pesquisas no ambito do Ensino Superior no Brasil, devido principalmente:

- ao aumento do nimero de pesquisadores em Educacdo Matematica nas Instituicdes de
Ensino Superior brasileiras;

- ao uso de novas tecnologias no ensino;

- ademocratizagdo do ensino;

- as dificuldades inerentes a Matematica Superior.

Uma preocupagao comum a todas as pesquisas ¢ a de que os resultados cheguem a sala
de aula, isto é, de que causem interferéncia real no processo ensino-aprendizagem de
Matematica no Ensino Superior.

Para os encontros do Grupo Pesquisa no Ensino Superior no VII ENEM, que se
realizou na UFRJ em julho de 2001, os membros do grupo foram consultados previamente
sobre os temas de interesse comum. As preocupagdes apontadas foram:

- O que muda no ensino de Calculo e Algebra Linear com a introdugdo das novas tecnologias?
- Que enfoque e com que profundidade devem ser abordadas as disciplinas de Matematica nos

cursos de ‘servigo’ ?
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- Que abordagem especial deve ser adotada nas disciplinas do ciclo basico para os cursos de
Licenciatura em Matemadtica ?
- De que maneira as dificuldades existentes na Escola basica estdo interferindo nos cursos
ministrados na Universidade?

Os trabalhos foram entdo agrupados de acordo com um esses temas. Devido a
coincidéncia de horarios das reunides dos Grupos de Trabalho com as sessdes de
Comunicacdes e Relatos de Experiéncias, ndo foi possivel a presenca de todos os
participantes nos trés encontros realizados no VII ENEM. Isso prejudicou um pouco a
continuidade dos debates. Apesar disso, € do pouco tempo disponivel, as discussdes foram
bem ricas. A estrutura de apresentar os trabalhos por tema foi positiva, ja que havia diversos
pontos em comum nas apresentacdes, que puxaram os debates.

Em resumo, os principais pontos abordados pelo grupo foram:

o uso de novas tecnologias no ensino superior ndo ¢ garantia de que os alunos

compreendem os conceitos. E preciso que o professor saiba explorar esse recurso;

- o tempo gasto com o ensino de célculos e técnicas de integracdo pode ser diminuido com
o auxilio do computador. Esse tempo economizado pode ser direcionado para a resolucao
de problemas mais interessantes;

- Quanto ao curso de Licenciatura em Matematica, ¢ importante que a entrada do vestibular
seja separada dos outros cursos da Matematica: Bacharelado, Informética, Estatistica;

- As disciplinas voltadas para alunos de licenciatura ndo devem enfocar apenas uma
simplificagdo do conteudo da disciplina;

- O trabalho com alunos de Licenciatura deve ser baseado em textos matematicos, exigindo
do aluno leitura e compreensao dos mesmos;

- Deve haver uma preocupagdo constante com a linguagem matematica, e também com a
questao social;

- Quanto as dificuldades apresentadas pelos alunos, ficou claro que estes apresentam sérias
deficiéncias na compreensdo de demonstragdes, e ndo valorizam, em geral o rigor
matematico;

- Para acompanhar o progresso dos alunos, devem ser usados métodos inovadores de

avaliagcdo, como a analise de portifolios;
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- Em algumas universidades, a ado¢ao de uma disciplina de Introducdo ao Célculo tem
servido para suprir as deficiéncias dos alunos em conceitos basicos de Matematica;

- Ja em outros casos, como na UNISINOS (RS), o curso de Pré-Célculo ndo surtiu efeito, e
foram introduzidos moédulos de topicos de matematica basica, opcionais € concomitantes

com a disciplina de Calculo I, o que tem dado bons resultados.

No II SIPEM, realizado em Santos, SP em outubro de 2003, grande parte dos trabalhos
submetidos para apresentacdo tratavam do ensino/aprendizagem de Calculo, com o uso de
softwares como ferramenta. O uso da geometria dindmica também estd em ascensdo. Uma de
suas vantagens ¢ a possibilidade de explorar uma conjectura antes de partir para a sua
demonstragdo. Quanto a outros topicos do ensino superior, foram apresentados trabalhos
versando sobre a aprendizagem de: Geometria, Probabilidades, Fungdes Complexas, Algebra
Linear — Espaco Vetorial e Transformagdes Lineares. Outros trabalhos enfocaram questoes
ligadas a metodologia de ensino e estilos de aprendizagem.

Vale ressaltar que o niimero de trabalhos submetidos para apresentacdo quase que
dobrou em relagdo ao I SIPEM, o que refor¢a a idéia de que cada vez mais os docentes do
ensino superior estdo se preocupando com a aprendizagem dos seus alunos, e para isso
enfrentam mudancas de postura e desenvolvem investigagdes usando novos métodos de
ensino, quer seja com o uso das novas tecnologias ou ndo.

Algumas regionais da SBEM também tém promovido debates e/ou mesas redondas
sobre a Educagdo Matematica no Ensino Superior. No Rio de Janeiro, foi realizado em
setembro de 2002 o IV Seminario de Pesquisa de Educagao Matematica do Rio de Janeiro (IV
SPEM-RJ). Devido ao niimero reduzido de participantes, o grupo de Educagdo Matematica no
Ensino Superior se juntou ao de Ensino Médio. O debate foi muito proveitoso, e tivemos
oportunidade de enfocar a passagem da escola basica para o ensino superior. Os temas
abordados no VII ENEM foram discutidos, assim como as dificuldades encontradas pelos
Cursos de Licenciatura no interior, a pratica supervisionada e sua permeabilizagdo entre as
disciplinas de graduagao, a resisténcia de professores e alunos aos processos de mudanga, que
conteidos do ensino médio sdo importantes para o aluno que pretende ingressar na
universidade e a falta de cursos de mestrado e doutorado em Educa¢ao Matematica no Estado

do Rio de Janeiro.
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Uma experiéncia com calouros de um curso de engenharia

Dos temas debatidos nos encontros do grupo, um tem merecido minha atencao, ja que
vem se agravando ano a ano: as dificuldades matematicas trazidas pelos alunos que chegam
ao curso superior. O numero de aulas dedicadas ao Calculo e Geometria Analitica nos cursos
da area tecnologica, principalmente nas engenharias, tem diminuido. Por outro lado, devido a
concorréncia entre as faculdades privadas, fica cada vez mais facil o acesso ao ensino
superior, ao qual muitos alunos chegam sem nenhuma bagagem matematica. Como
conseqliéncia, conseguir abordar o conteudo desejavel dessas disciplinas, alcangando

aprendizagem significativa, torna-se praticamente impossivel.

Neste primeiro semestre de 2004 estou acompanhando uma turma de calouros do
curso de engenharia industrial téxtil com essas caracteristicas. Com a redu¢do do curso de 5
para 4 anos de durag@o, houve um corte drastico na carga horaria destinada a Matematica. O
curso tinha 4 disciplinas de Calculo, Calculo Numérico, Geometria Analitica e Calculo
Vetorial (GACV) e Algebra Linear, totalizando 26 horas-aula semanais. Na nova grade sio
apenas 16 horas: 3 Calculos e Matematica Vetorial. Os alunos, apesar das dificuldades,
devem acompanhar essas disciplinas com mais conteido em menos tempo. Introduzimos
entdo uma disciplina optativa com 2 horas de aula semanais, que intitulamos “Matematica
Basica”.

No teste diagnostico realizado no primeiro dia de aula dessa disciplina, constatamos

que alguns alunos apresentavam sérias dificuldades nos seguintes topicos:

soma de fracoes;
- porcentagem,
- resolucdo de uma equagdo do 2° grau;
- aplicagdo do Teorema de Pitagoras;
- nogoes basicas de Trigonometria;
- graficos de pardbolas e retas no plano cartesiano;
- expressar a fungdo de 1° grau que representa uma situagdo da vida real.
Trabalhando em conjunto com os professores de Calculo I e Matematica Vetorial,
estou desenvolvendo um trabalho cuidadoso de abordagem dos contetidos basicos, enquanto

apoiamos os topicos apresentados nessas disciplinas.
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Neste relato pretendo apresentar as metodologias utilizadas nessa disciplina e o
progresso obtido ao longo do semestre letivo. Ja observamos que os alunos reconhecem que
tém dificuldades e alguns até afirmam que ndo gostam de Matemadtica. Apesar de a disciplina

ser optativa, os alunos mostraram interesse em participar desde o inicio, para sanar suas

dificuldades.
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Estratégias graficas na aprendizagem de Calculo

Maria Clara Rezende Frota
PUC Minas — Departamento de Matematica e Estatistica
mclarafrota@uol.com.br

Introducio

Este trabalho descreve uma investigacdo acerca do uso de estratégias graficas na
aprendizagem de Célculo. Os resultados aqui discutidos integram um trabalho de pesquisa
que tenho desenvolvido, desde 1998, junto a alunos de engenharia (Frota, 2002).

As representacdes visuais constituem um objeto especifico da pesquisa em Educacao
Matematica. Skemp (1986), em seu livro The Psychology of Learning Mathematics, dedica
um capitulo a discussdo dos dois tipos de simbolos, visual e verbal, presentes na matematica.
Skemp busca estabelecer uma comparagdo entre os dois tipos visual e verbal-algébrico,
destacando os contrastes e as similaridades entre os mesmos. O simbolo visual viabiliza a
abstracdo de propriedades espaciais, pode representar pensamentos mais individuais, sendo
entdo mais intuitivo e dificil de comunicar, mas, apresenta um carater mais integrador, capaz
de representar a estrutura completa de um tema. Por outro lado o simbolo verbal-algébrico
possibilita a abstragdo de propriedades que independem da configuragdo espacial, podendo
representar pensamentos mais socializados, sendo, entdo, mais analitico, seqiiencial, logico e
de mais facil comunicacao.

Simbolos visual e verbal sdo formas de “visualizacdo em matematica”, entendida
como: “a habilidade, o processo e o produto de criacdo, interpretacao, uso e reflexdo sobre
figuras, imagens, diagramas” (Arcavi, 2003), objetivando refletir sobre e desenvolver idéias
matematicas iniciais, ainda nebulosas, avancar no entendimento matemadtico e representar e
comunicar tais idéias O tema “visualizacio em matemadtica” preocupa matematicos,
psicologos, professores e educadores matematicos e tem sido o cerne de muitos trabalhos,
desenvolvidos a partir de enfoques variados'. O seu papel na aprendizagem e as dificuldades
possiveis na sua implementacdo na sala de aula sdo discutidos e analisados em contextos

diferenciados, envolvendo topicos distintos da matematica elementar e avancada,

' Por exemplo: Revista FOCUS -On Learning Problems in Mathematics, edi¢do de inverno/primavera de 1989, artigos de
Bishop, Eisenberg e Dreyfus; obra Advanced Mathematical Thinking, Tall (1991), contribui¢des de Dreyfus, Harel e Kaput,
Eisenberg, Artigue, Dubinsky e Tall.; obra Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning, Grouws, 1992;
Anais do PME, 1999, sessodes plenarias de Duval, Kaput e Arcavi; Anais do PME 25, 26 ¢ 27, grupo de dicussdo “symbolic
cognition in advanced mathematics”.
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investigando ainda as possibilidades, bem como os obstaculos, gerados a partir do emprego de
calculadoras graficas e tecnologias computacionais no desenvolvimento do pensar e fazer
matematico dos alunos.

Uma série de estudos aponta a importancia de se focalizar, além da representacio
analitica, as representagdes graficas e numéricas, por exemplo, de fungdes e suas derivadas.
Dessa forma a mediagdo de computadores no ensino de Célculo tem se constituido como uma
area importante de investigagdo (p. e. Aspinwall e MIller, 2001; Gay e
Tall, 2001; Pinto e Tall, 2002; Rasslan e Tall, 2002; Tall
2003; Berry e Nyman, 2003).

No Brasil, torna-se dificil efetuar um napeanento da
pesqui sa relativa a “visualizagdo em matematica”, ou mesmo qualquer outro tema,
considerando-se, por exemplo, dificuldades de acesso a bancos de dados, ou problemas na
estruturacao de tais bancos, que podem impedir a recuperacdo de informagdes a partir de
determinadas palavras chave, assim como a falta de politicas editoriais que incentivem a
publicagdo de periodicos temdticos, onde se possa apresentar o estado da arte de um
determinado assunto. Na realidade esforgos nesse sentido tém sido conduzidos no interior dos
Grupos de Trabalho que se reinem nos congressos nacionais € internacionais de Educagao
Matematica.” Se um levantamento da pesquisa, por exemplo, em Educagio Matematica
Superior, ja ¢ uma tarefa dificil, maiores problemas sdo encontrados, quando se pretende um
novo grupamento das pesquisas, de acordo com o tema visualizacdo em matematica, ou, tema
estratégias graficas na aprendizagem de Calculo.Apesar disso, creio poder afirmar que
também no Brasil o tema interessa aos pesquisadores da area.’

Toda essa preocupag¢do da comunidade de educadores e pesquisadores em educacao
matematica teve repercussoes na politica educacional dos paises, traduzindo-se em diretrizes
especificas relativas as metas do ensino de matematica nos varios niveis de escolaridade.

As recomendagdes para o ensino de matematica, expressas nos “standards” do NCTM,
apontam como metas da formagdo matemadtica dos alunos a capacidade de “criar e usar

representacdes para organizar, rememorar ¢ comunicar idéias matematicas”, transitando entre

% Muitos dos GTs tém se proposto a tragar um perfil da pesquisa brasileira em Educagio Matematica, na subérea respectiva..
Um destaque seja feito para 0o CEMPEM, na UNICAMP, que sob coordenagdo do professor Dario Fiorentini, instalou e busca
manter atualizado um banco de teses e dissertacdes em Educagdo Matematica. Registrem-se, também, esforcos isolados de
elaboracdo de dossiés da pesquisa no campo Educacdo em Revista, UFMG, dez.2002.
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as diversas formas de representacdo e sabendo selecionar as mais adequadas para o
modelamento e resolucdo de problemas das varias areas da ciéncia e importantes para a
sociedade de hoje.

Algumas formas de representacdo — como diagramas, dispositivos graficos e
expressoes simbolicas — tém feito parte da escolaridade matematica.
Infelizmente, tais representa¢oes e outras tém sido varias vezes pensadas e
ensinadas como se fossem fins em si mesmas. Esta abordagem limita o poder e

a utilidade da representagdo como ferramenta de aprender e fazer matematica.
(NCTM, 1989).

Diretrizes nessa mesma linha podem ser encontradas nos Pardmetros Curriculares
Nacionais brasileiros. Entre os objetivos do ensino de matematica no nivel médio destacam-

S¢:

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matemdticas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formagado
cientifica geral;

e expressar-se oral, escrita e graficamente em situagoes matematicas e
valorizar a precisdo da linguagem e as demonstragoes em Matematica;

e reconhecer representagoes equivalentes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representagoes;

(Brasil, 1997)
com vistas a “aplicar seus conhecimentos matematicos a situacoes diversas, utilizando-os na
interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas” com autonomia
e de forma cooperativa.

E, pois, um consenso na comunidade de educadores e pesquisadores que o ensino de
matematica tenha como uma de suas metas basicas o desenvolvimento de competéncias de
representacdo € comunicacdo matemadtica, tornando-se tal meta também central para a
formacao de professores (Brasil, 2001).

A importancia do tema na educagdo matematica e as observacdes resultantes de minha
pratica no exercicio do magistério, ensinando Calculo para alunos de engenharia, motivaram o
trabalho de pesquisa desenvolvido, que visa a indagar acerca das estratégias de aprendizagem
matematica desses estudantes, em particular, acerca do real papel das estratégias graficas, no

seu processo de estudo.

> Uma leitura dos resumos das Comunicacdes Cientificas apresentadas no II SIPEM (Santos, 2003), permite localizar
trabalhos, em todos os 12 GTs, que poderiam ser agrupados sob a tema “visualizacdo em matematica”.
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Este trabalho consta de duas se¢des que abordam o método da pesquisa desenvolvida e
os principais resultados. A secdo final pretende ser uma reflexdo acerca da pratica do
professor de calculo, utilizando os resultados da pesquisa relativos ao fazer matematico dos

alunos, para discutir o fazer docente na sala de aula da universidade.

O método

A pesquisa desenvolvida teve como um dos objetivos mapear as estratégias de
aprendizagem matematica de alunos de engenharia ao cursarem disciplinas de calculo. Na
investigacdo conduzida, utilizei as metodologias qualitativa e quantitativa, procedendo a uma
série de entrevistas individuais com 19 alunos, num total de 57 entrevistas e a aplicagdo e
analise estatistica dos dados de um questionario respondido por 529 estudantes. Destaco, no
presente trabalho resultados que tém por foco o uso de estratégias graficas no
estudo/aprendizagem de Célculo de alunos de engenharia.

Num primeiro momento das entrevistas clinicas’ o aluno se expressava sobre a
utilizagdo ou ndo da forma grafica de representacdo de idéias matematicas, constituindo-se
essa fala uma representacdo acerca do seu processo de estudar matematica ¢ num segundo
momento, o aluno era acompanhado no desenvolvimento de tarefas matematicas de resolugao
de exercicios e leitura de um texto no livro didético, buscando-se confirmar até que ponto a
representacdo expressa constituia-se uma estratégia, uma configuracdo da acdo do aluno,
lidando com questdes do calculo integral.

Resultados relevantes, constatados no trabalho de investigacdo qualitativa, foram
transformados em indagacdes para o desenvolvimento de estudos quantitativos junto a um
nimero maior de estudantes, de modo a permitir que fossem feitas generalizagdes de tais
resultados.

Elaborei e apliquei um questionario “Motivacdes, concepgdes e estratégias de
estudo/aprendizagem dos alunos”, de 12 questdes, num total de 126 itens, respondido por 529
alunos. Os dados foram tratados a partir das técnicas estatisticas de analise multivariada,

usando-se andlise fatorial e andlise de grupamentos (clusters).

* As entrevistas conduzidas foram consideradas entrevistas clinicas por se adotar principios das entrevistas
clinicas piagetianas.

10
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Do conjunto de doze indicadores obtidos, estarei destacando o indicador que foi nomeado
“estratégias grafico-numéricas”. Um alto escore no mesmo significa a concordancia do aluno
em utilizar investiga¢des gréaficas, no sentido de resolver uma situagdo concreta de dificuldade
ou novidade, ou, em testar valores numéricos, na tentativa de resolver o problema, langando
mao da calculadora, ou do computador, nesse processo de busca. O indicador, além de
configurar a acdo do aluno, ¢ também um indicador representativo de atitudes metacognitivas,
uma vez que exige do aluno responder a si proprio sobre seu conhecimento de estratégias
grafico-numéricas de solug@o de problemas e sobre a utilizagdo, ou ndo, que faz das mesmas.
Os indicadores obtidos possibilitaram classificar os 529 estudantes de engenharia, cursando
Calculo na instituicdo pesquisada, quanto ao tipo de estratégias de aprendizagem preferido.
Além disso, foi possivel realizar estudos de regressao, no sentido de verificar a influéncia de
fatores como motivagdes ou atitudes metacognitivas, na explicagdo do uso das estratégias
adotadas, em particular das estratégias grafico-numéricas no estudo/aprendizagem de Calculo.

Os estudos de regressao foram desenvolvidos, subdividindo-se a amostra total em duas
amostras basicas de 264 e 265 casos, a primeira usada para explorar modelos variados de
regressao e a segunda usada para a validagdo do modelo, fazendo o que usualmente se chama
de validacdo cruzada. Finalmente, foi feita uma nova regressao a partir da amostra total de
529 casos.

Os resultados mais relevantes, tanto do ponto de vista do estudo mais aprofundado,
desenvolvido com 19 alunos, através de entrevistas, quanto dos resultados generalizados,

obtidos da analise dos questionarios, estardo sendo destacados na se¢do seguinte.

A ANALISE
RESULTADOS LOCAIS

Um fato geral perpassou as entrevistas desenvolvidas: a estratégia de representacio
grafica das situacdes matematicas praticamente nao era utilizada pelos alunos pesquisados.

Preocupei-me em indagar diretamente se os estudantes costumavam usar graficos para
representar situacdes matematicas, no sentido de analisar as questdes, através da
representacdo feita. Todos os alunos entrevistados responderam que se limitavam a esbogar os
graficos, quando o seu emprego era naturalmente sugerido, por exemplo, quando do calculo

de areas ou volumes.

11
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Todos os alunos que cursavam a disciplina Célculo III foram unanimes em considerar
que, para resolver o exercicio seguinte, o primeiro ponto seria esbogar o grafico da regido:
seja R o paralelogramo delimitado pelas retas x+y=1, x+y=2, 2x=3y=2 e 2x-3y=5. Como se
calcula a area de R? Qual a maneira mais facil?

Entretanto, nenhum dos alunos de Calculo II, pensou em utilizar uma interpretagao

grafica para resolver a integral (‘)l x'dx , estratégia que poderia ter evitado qualquer célculo, ou,
~ 1

~ . . . ol
por exemplo, representar graficamente a fungdo integranda ao lidar com a integral ¢ x’dr,
~1

estratégia que poderia, talvez, ter evitado o uso indevido do Teorema Fundamental do
Calculo.

Alguns alunos utilizaram a representagdo grafica, num segundo momento, por
sugestdo nossa, quando, entdo, foram capazes de confirmar resultados obtidos
numericamente, ou detectar os problemas na solucao algébrica apresentada.

Esse foi o caso, por exemplo, de Aluisio, que a pedido da pesquisadora, embora

alegasse nao usar normalmente a estratégia de esbogar graficos para visualizar as questoes, foi

1
capaz de representar graficamente o exercicio I x’dx, estranhando o resultado zero

-1

encontrado, uma vez que estava associando ao grafico a idéia de 4area. O aluno teve

dificuldades em esbocar o grafico de iz e apos um didlogo longo com a pesquisadora foi
X

capaz de, consultando o caderno, rever o enunciado do Teorema Fundamental do Calculo,

1
concluindo pela impossibilidade de sua utilizagdo na solugdo do exercicio I x%dx, além de

-1
vislumbrar que se tratava de uma integral imprépria. Aluisio constatou também que os dois
exercicios eram apenas aparentemente semelhantes, uma vez que demandavam estratégias
distintas para a resolugao.

Fabricio, por sua vez, ndo foi capaz de esbocar nenhum dos dois graficos. A

pesquisadora apresentou-lhe, entdo os graficos prontos, mas os mesmos ndo se constituiram

1
instrumentos para o aluno confirmar a resposta obtida para I x’dx, ou perceber o erro

-1
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1
cometido ao resolver I x2dx. Apos um longo didlogo entrevistador-entrevistado, o aluno

-1

percebeu o erro cometido ao usar o Teorema Fundamental do Calculo na solu¢do do
exercicio, mas ndo foi capaz de vislumbrar qualquer possibilidade de como resolver a
questao.

Os resultados da pesquisa confirmam resultados similares de outros estudos,
permitindo concluir que, ao lidar com integrais, os alunos ignoram o esbogco do grafico,
buscando, quase sempre, a solucdo algébrica das questdes (Eisenberg, 1991).

Para alguns estudantes a estratégia grafica era eliminada a principio, pelas dificuldades
alegadas de ndo saber esbocar o grafico e de falta de visualizag¢do espacial.

A falta do desenvolvimento de estratégias visuais impediu, sem davida, que de modo

geral os alunos de Calculo III  reconhecessem a  possibilidade de

\

1 1
que Q, O, (x+ y) dxdy (exercicio que sera referenciado como exl) ou, que

V4- x?

N \

0, O, (x> + y?)dxdy (exercicio que serd referenciado como ex2) pudesse

0
representar um volume e mais ainda ter uma imagem mental do sélido cujo volume estava ali
expresso.

Analisando o trabalho desenvolvido com os alunos Bernardo e Lucas, ao lidarem entre
outros com o exl e o ex2, pude detectar uma certa relutancia na realizacao de investigacdes
gréficas.

Bernardo, por exemplo, levou bastante tempo para associar ao ex1 uma possibilidade
de representacdo do volume de um sdélido, alegando ter sido dada maior énfase pelo professor
a possibilidade de interpretagdo de integrais como representando a massa de uma placa de
densidade z=f(x,y). Além disso, foi preciso um tempo para que Bernardo reconhecesse na
equacdo z=x-+y um plano, embora tivesse sido capaz de descrever o s6lido como tendo uma
face em xy definida pelo quadrado /0,1] X [0,1] e o topo dado por z=x+y. Ao lidar com o ex2
Bernardo, levou um certo tempo, dialogando com a pesquisadora até identificar a mudanca
para coordenadas polares como uma possibilidade de solugdo simplificadora.

Leonardo também, ao lidar com o exl ndo esbocou o grafico do so6lido, embora

alegasse, como Bernardo, sempre esbocar graficos para ajudar a resolver os exercicios. A
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pedido da pesquisadora buscou descrever o sélido, cujo volume estava calculando: identificou
os planos x=1 e y=1 como definindo faces do mesmo, além da face quadrada projecdo em xy;
identificou a superficie z=x+y como um plano inclinado, mas teve dificuldades em desenha-
lo.

O ex2 foi a principio um desafio para Livio, que comecgou a resolvé-lo diretamente,

parando para pensar diante dos resultados complicados, indagando primeiramente sobre a
necessidade de inversdo da ordem de integragdo, estratégia que havia usado para resolver um
outro exercicio. SO, entdo, quando esbocou o grafico da regido de integragdo, percebeu se
tratar de um quarto de uma circunferéncia, o que indicava que a mudanga para coordenadas
polares facilitaria a resolucdo. Facilmente Livio armou a integral, sendo capaz de identificar a
expressdo como representando o volume de um sodlido, limitado superiomente pelo
paraboloide z=x?+)?
Constatei, assim, de um lado dificuldades do aluno de imaginar, visualizar imagens e
representacoes graficas de figuras espaciais, de outro, dificuldades de esbogar os graficos,
mesmo estando, muitas vezes, de posse de sua propria calculadora. Os alunos mostraram-se
um pouco acanhados ao lidar com a calculadora, que em nenhum momento foi utilizada para
especular valores numéricos, ou testar resultados, independente de seu emprego para tragar
graficos.

Um outro fato mereceu também destaque: solicitados a dar uma interpretacdo, um
sentido para expressdes matematicas, como as dos exl e ex2 acima, poucos alunos foram
capazes. A linguagem simbdlica matematica pode induzir o aluno a realizar procedimentos
operacionais, como no ex1, para calcular duas integrais iteradas, ou ainda, fazer uma mudanca
de variaveis antes (procedimento algumas vezes feito de maneira mecanizada) para facilitar a
resolucao de uma integral como no ex2. Entretanto, a operacdo, que pode até ser executada a
contento, ¢ destituida de significado. Na realidade, expressdo, operacao e resultado podem ser

destituidos de qualquer significado.

Resultados globais
Os estudos estatisticos desenvolvidos com os dados do questionario “Motivagdes,
concepgdes e estratégias de estudo/aprendizagem dos alunos”, permitiram estabelecer

indicadores de estratégias de estudo/aprendizagem dos alunos e indicadores de outros
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construtos passiveis de serem considerados como fatores explicativos do tipo de estratégias
adotadas, como autocontrole, motivacdes e concepgdes. Através de tais indicadores foi
possivel caracterizar a populacdo geral de estudantes de engenharia da instituicdo pesquisada,
cursando disciplinas de Calculo.

Os indicadores foram tratados estatisticamente através da estimativa de proporgdes da
populagdo total de 885 alunos, a partir da populagcdo amostral de 529. As andlises foram feitas
para a faixa de alunos cujos escores no indicador especifico, por exemplo, estratégias grdfico-
numéricas fosse alto, ou seja, cujos escores variassem de 4 inclusive, a 5 inclusive,  (numa
escala Likert de 5 pontos), valores caracterizadores de que o aluno concordava, ou concordava
fortemente com afirmativas de uso de recursos graficos na solucao de questdes de Calculo que
apresentassem novidades ou dificuldades.

Os resultados estatisticos permitiram afirmar, com 95% de certeza, que, apenas um
percentual entre 12,9% e 19,2% da populagdo de 885 alunos de Calculo dos cursos de
engenharia da instituicdo pesquisada (no semestre de realizacdo da pesquisa), mostrava-se
favoravel ao emprego de estratégias de representacdo grafica, ou ao uso de especulacdes
numéricas, ao lidar com questdes matematicas que apresentam um certo grau de novidade, ou
dificuldade.

Os resultados talvez se expliquem a partir do fato que a propor¢do de alunos que
caracteriza seu estudo de Calculo, como tendo uma énfase mais teorica, situa-se entre 6,8% e
11,7%, enquanto uma propor¢do entre 45,6% e 54,2% alega adotar estratégias de
aprendizagem com foco na resolugdo de exercicios, ou seja, adota uma énfase mais pratica de
estudo. A estratégia de aprendizagem de Calculo com uma énfase apenas pratica, na resolucao
de exercicios, pode impedir que estratégias diferenciadas, em particular grafico-numéricas
sejam empregadas, uma vez que a meta imediata torna-se resolver o exercicio e, ndo, discutir
acerca das possibilidades de solugdo do mesmo. Para que o exercicio de Célculo impulsione a
aprendizagem, o exercicio precisa se transformar em instrumento de didlogo tedrico,
tornando-se meio e ndo fim em si mesmo (Frota, 2003).

Estudos de regressao desenvolvidos, na tentativa de investigar fatores que influenciam
a adogdo de estratégias graficas pelos alunos de engenharia ao lidarem com questdes de
calculo, possibilitaram constatar que o uso de estratégias grafico-numéricas (EG) ¢ uma

configuracdo de acdo influenciada por atitudes de autocontrole (AC), bem como por
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motiva¢do para a engenharia (ME) e por uma concep¢do de matematica coesa (CMC).

Obtive a seguinte equacao de regressao: £G=0,3294C + 0,213ME + 0,147CMC .

O modelo apresenta limitagdes, uma vez que explica pouco a varidncia da amostra
(R* = 18%). Trata-se, assim, de um resultado preliminar, mas que confirma dados obtidos nas
entrevistas conduzidas com 19 alunos. Durante tais entrevistas, os alunos que, incentivados a
pensar solucdes para os exercicios propostos a partir de andlises graficas, foram capazes de
confirmar resultados obtidos por outros métodos, ou corrigir equivocos nas solugdes
anteriores, sdo alunos que demonstraram, ao longo de todo o trabalho desenvolvido, exercer
um autocontrole do processo de estudo/aprendizagem, ao mesmo tempo, que manifestavam

sua satisfacdo em estudar engenharia, bem como o seu gosto pela matematica.

Consideracoes finais

Ao desenvolver uma pesquisa com o objetivo de mapear as varias estratégias de
aprendizagem de calculo de alunos de engenharia, um fato tornou-se relevante: mesmo
aqueles alunos que estavam de posse de suas calculadoras graficas, sabendo manipula-las com
desenvoltura, mostraram-se reticentes quanto ao uso de estratégias graficas.

O fato suscita um questionamento acerca dos motivos dessa resisténcia dos alunos ao
uso de graficos como uma estratégia de aprendizagem matematica.

Arcavi (2003), a partir de uma formulacdo de Eisenberg e Dreyfus, propoe classificar
as dificuldades acerca da visualizagdo em matematica em trés categorias principais: cultural,
cognitiva e sociologica. Tais categorias com certeza podem ser tomadas para explicar a
relutdncia dos alunos de engenharia pesquisados, quanto a utilizacdo da linguagem grafica
para pensar e fazer matematica.

A pesquisa aqui relatada e outras investigagdes que tenho desenvolvido, bem como
observacdes decorrentes de minha pratica, principalmente como professora de Calculo de
cursos de engenharia, permitiram evidenciar dificuldades de representagdo visual entre os
alunos, que podem ser classificadas de acordo com as categorias mencionadas.

Questdes de ordem cognitiva podem impedir o uso da linguagem gréfica para lidar
com o célculo, uma vez que para ser facilitadora e ndo se tornar um obstaculo, o seu uso
pressupoe que alunos e professores se apossem de novas tecnologias, ainda por vezes ausentes

da escola brasileira, uma vez que calculadoras graficas tém um prego elevado, pouco
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compativel com a realidade econdomico-financeira dos alunos, € por motivos de mesma ordem
o numero de computadores por aluno ¢ ainda reduzido nas escolas, mesmo nas universidades.
Essa questdo, de ordem cognitiva a principio - lidar com tecnologias -, pode se explicar a
partir de questdes socioeconomicas.

Questdes culturais, relativas a concepgdes e valores, que relegam a um segundo plano
um tratamento visual de um problema matematico, influenciam fortemente a pratica do
professor de matematica. Apesar das diretrizes curriculares e pedagdgicas apontarem a
importancia de que os alunos sejam capacitados para transitar entre varias formas de
representacdo de idéias matematicas, apesar da énfase dada atualmente a incorporagdo das
tecnologias computacionais no ensino, tenho percebido tanto por parte de professores, quanto
de alunos uma certa reserva quanto ao uso, principalmente de formas menos convencionais,
para especular, investigar e mesmo resolver problemas. Sob a 6tica do professor a posi¢cdo de
reserva pode se justificar, considerando que, de modo geral, o professor nao foi formado para
ter uma postura investigativa diante da matematica. A justificativa alegada para uma formagao
com este viés € sempre a mesma, de que abordagens de ensino mais especulativas pressupdem
um maior tempo de dedicagdo a cada contetdo e seriam inviabilizadas, considerando-se a
extensdo dos programas das disciplinas. O curriculo de matematica da escola brasileira,
aparentemente denso em conteudo, pode estar se tornando um obstaculo para o
desenvolvimento de aulas mais investigativas: a extensdo de contetdo, por exemplo, de uma
disciplina de Calculo, pode estar sendo a desculpa procurada para ndo se pensar aulas mais
criativas, que possibilitem especulacdes diferenciadas, através, por exemplo, do uso de
graficos.

Arcavi (2003) aponta como dificuldade sociocultural acerca da visualizagdo o fato da
sala de aula ser um espaco multicultural, com alunos advindos de diferentes culturas, algumas
enfatizando, outras, ndo, o uso da linguagem visual. Acrescento um outro fator sociolégico,
ou, melhor dizendo, demografico. A sala de aula de Célculo ¢ superlotada: 50, 60 alunos,
costumam estar confinados num espaco insuficiente para a utilizagdo de metodologias, por
exemplo, de trabalho em grupo, que possam permitir o acompanhamento dos estudantes
experimentando formas variadas de visualizar e representar matematica.

Um conjunto de fatores conspira para que a sala de aula continue a se mover sob a

batuta invisivel de um maestro que define a priori como melhor forma de representagdo a
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verbal-algébrica; a mais logica, seqliencial, analitica e, portanto, “matematicamente correta”
ou “circunstancialmente correta” face aos constrangimentos econdomico-sociais, dentre outros.
Dessa forma os alunos, mais uma vez sdo podados nas suas iniciativas de procurar formas
visuais de representagdo de suas idéias matematicas. Representagdes visuais, ainda que nao
convencionais, poderiam ser um bom comego para se avangar, com vistas a construcdes de
conceitos tdo complexos quanto os de fungdes, limites, continuidade, derivadas, integrais.

Uma mudanca, a meu ver, ainda lenta, comeca a acontecer, induzida principalmente
pelo proprio livro texto, que se beneficia dos recursos computacionais para trazer para o leitor
um maior nimero de graficos e problemas de analises graficas, bem como exercicios para
serem resolvidos utilizando recursos grafico-numéricos. O professor tem de selecionar um
livro didatico, dentre um numero razoavel de novos livros de Calculo, langados anualmente
no mercado brasileiro e, ao adota-lo, o professor terd necessariamente que se defrontar com
situacdes matematicas que exigem uma abordagem grafico-numérica para serem resolvidas’.

Entendo que ¢ principalmente através do texto didatico que as estratégias graficas
comecam a se incorporar no dia a dia da sala de aula, transformando-se em estratégias
poderosas de aprendizagem matematica para a ilustracdo de resultados simbolicos, para
corrigir resultados tratados simbolicamente de maneira errada, possibilitando que os alunos se
envolvam na tarefa de retomar e fundamentar conceitos basicos do Calculo, com vistas a
resolver problemas de matemadtica e de engenharia.

Mas o maior desafio, sem duvida, ¢ incorporar na sala de aula novas estratégias de
ensino, em especial estratégias grafico-numéricas, com vistas a implementacdo de atividades
de cunho mais investigativo, que viabilizem o desenvolvimento dos processos matematicos de
busca de padrdes, de sistematizacdo, abstracdo e generalizagcdo. Nessa linha tenho trabalhado,
juntamente com outros colegas da PUC Minas, desenvolvendo praticas investigativas no
ensino de Calculo, a0 mesmo tempo, que como grupo de pesquisa, temos desenvolvido

investigacoes acerca de alunos desenvolvendo atividades matematicas investigativas.

Palavras chave: ensino de célculo; estratégias de aprendizagem; visualizacdo em matematica.

> Por exemplo: Stweart, James, Calculo volumes 1 e 2, Thompson Learning, 2001.
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O ENSINO DE CALCULO:
UM PROBLEMA DO ENSINO SUPERIOR DE MATEMATICA?

Wanderley Moura Rezende
IM-UFF / NEPEM-UFF / rezende@vm.uff.br

Resumo
Algumas tentativas de resolver, ou pelo menos, amenizar, as dificuldades de aprendizagem no ensino de

Calculo tém sido realizadas tanto no campo pedagodgico quanto no dmbito da pesquisa. Muitas dessas agdes,
inseridas no proprio contexto do ensino superior de Calculo, partem do pressuposto que essas dificuldades de
aprendizagem s3o de natureza psicologica, internas ao sujeito aprendiz. No entanto, contrariando esta tendéncia,
esta pesquisa pretende mostrar que parte significativa dos problemas de aprendizagem “do atual” ensino de
Calculo ¢ de natureza essencialmente epistemologica, esta além dos métodos e das técnicas de ensino, sendo

inclusive anterior ao seu proprio tempo de realizagéo.

1. Introducao

E notério o crescimento, em termos nacionais, do niimero de pesquisas em Educagao
Matematica no ensino superior. A razdo para este crescimento, conforme nos revela Nasser
(2001), deve-se a varios fatores: a introdu¢do do uso de novas tecnologias no ensino, o
aumento do numero de pesquisadores em Educacdo Matematica nas instituigdes de ensino
superior e as recentes reformas curriculares dos cursos de Licenciatura em Matematica.

Levantamento estatistico realizado recentemente, tendo como base o universo das
pesquisas realizadas e apresentadas em forma de comunicagdes cientificas no VII Encontro
Nacional de Educagdo Matematica — realizado na UFRJ, em julho de 2001 - nos da evidéncia
do significativo volume de pesquisas no ambito do ensino superior: este representa quase um

quarto do universo total.
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Comunicacgoes VII ENEM/01
X
Nivel de ensino
14,5% mEnsino Fundamental

32,6% | mEnsino Médio
23.8% ; O Ensino Basico (?)

14.5% 14,5% OEnsino su.perlor
mNao definido

Os trabalhos de pesquisas desenvolvidos no ambito do ensino superior tém
apresentado uma profunda conexdo com diversas outras linhas de pesquisa ja consolidadas na
Educagdo Matematica como, por exemplo, Argumenta¢do e Provas, Visualizagdo e
Representag¢do, Modelagem e Resolu¢do de Problemas, Pensamento Algébrico, Pensamento
Matematico Avangado, Novas Tecnologias no Ensino, Avalia¢do, Linguagem, Formagdo de
Professores, Concepgoes e Crengas de Professores e/ou Alunos, entre outras. Mas um
problema caracteristico do ensino superior tem se tornado o centro tematico das discussoes
acerca desses trabalhos de pesquisas em Educacdo Matematica relacionados ao ensino
superior: as dificuldades de aprendizagem no ensino de Célculo.

Com efeito: no I SIPEM (realizado em Serra Negra, em novembro de 2000) oito, dos
onze trabalhos apresentados, estavam diretamente relacionados ao ensino de Calculo; no VII
ENEM (realizado na UFRJ, em julho de 2001), mais especificamente no grupo de trabalho
“Educa¢do Matematica no Ensino Superior”, cinco, dos onze trabalhos apresentados estavam
relacionados a este tema; e, mais recentemente, no II SIPEM, (realizado em Santos, em
novembro de 2003) nove, dos quinze trabalhos apresentados, estavam relacionados ao tema
em destaque.

Ao que parece, as dificuldades de aprendizagem no ensino de Calculo constituem
ainda um vasto campo de pesquisa no ambiente pedagdgico do ensino superior de
matematica. O problema relacionado ao ensino de Calculo persiste e €, sem duvida, um dos
principais problemas no ensino superior de matematica. Mas, estaria realmente a solu¢do e/ou
a causa deste problema neste nivel de ensino? Ou de outro modo: estaria no proprio espaco-

tempo de sua realizacdo didatica a solug@o e/ou a causa das dificuldades de aprendizagem do
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ensino de Calculo? Esta ¢, com efeito, a principal questdo que colocamos na mesa para a

discussdo. Antes porém analisemos mais de perto o problema.

2. A “crise” no ensino de Célculo

Barufi (1999), em sua tese de doutorado, nos revela alguns dados alarmantes da tao
propalada “crise no ensino de Calculo”: o indice de ndo-aprovacdo em cursos de Célculo
Diferencial e Integral oferecidos, por exemplo, aos alunos da Escola Politécnica da USP, no
periodo de 1990 a 1995, varia de 20% a 75%, enquanto que no universo dos alunos do
Instituto de Matematica e Estatistica o menor indice ndo ¢ inferior a 45% - isto €, ndo se
aprovou mais do que 55% em uma turma de Calculo no periodo citado. No que diz respeito a
UFF, institui¢do onde leciono, a variagdo do indice de ndo-aprovacao se encontra na faixa de
45% a 95%, sendo que, para o Curso de Matematica, este ndo ¢ inferior a 65% (Rezende,
2003a, p.2).

Tal situagao de desconforto com relagdo ao ensino de Calculo nao ¢ local ¢ nem
caracteristica exclusiva da UFF e da USP: basta correr os olhos, por exemplo, nos Anais dos
Encontros Nacionais de Educagdo Matematica e dos Seminarios Internacionais de Pesquisa
em Educagdo Matematica e observar a grande quantidade de trabalhos sobre este tema
advindos de varios pontos do pais. O problema relativo ao ensino de Calculo se apresenta na
grande maioria das universidades brasileiras. Engana-se porém quem acredita que o problema
¢ cultural e/ou especifica do sistema educacional brasileiro. Em verdade, o problema vai além
de nossas fronteiras e se encontra presente também no ambito educacional dos paises
“desenvolvidos™. Trabalhos sobre dificuldades de aprendizagem no ensino de Calculo tém
sido publicados e recebidos merecidos destaques por parte da literatura especializada desses

paises.

David Tall (1976), por exemplo, tem sido (desde a década de 70) um dos principais
articuladores da area de pesquisa “pensamento matemdtico avangado”, cujas questdes giram
em torno das dificuldades encontradas nas aprendizagens dos conceitos basicos do Calculo,
tendo a psicologia cognitiva como pano de fundo para as suas analises epistemoldgicas.

Outro exemplo internacional desta inquietagdo foi o movimento em prol da reforma do
ensino de Célculo, iniciado na década de 80, e que ficou conhecido por “Calculus Reform™.

Tal movimento, que teve o matemadtico Peter Lax como um dos tutores, atacava os cursos de
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Calculo da época e tinha como caracteristicas basicas o uso de tecnologias para o aprendizado
de conceitos e para a resolugdo de problemas do Célculo.

Poderiamos citar aqui outras referéncias internacionais que dao evidéncia da
universalidade deste problema — Sierpinska (1987), Tall (1990), Artigue & Ervynck (1992),
entre outras: todas bem conhecidas em nossa academia. —, preferimos, no entanto, insistir na
questdo que, efetivamente, motiva todas as pesquisas acerca deste tema: quais sdo

efetivamente as raizes das dificuldades de aprendizagem no ensino de Calculo?

3. Em busca de uma solucio...

Antes de qualquer coisa cabe ressaltar que o problema relativo as dificuldades de
aprendizagem no ensino de Calculo continua muito atual: a predominancia deste tema nas
apresentagdes das pesquisas no Grupo de Trabalho Educagdo Matematica no Ensino Superior
do II SIPEM (2003) dao evidéncias disso. Em verdade, ndo precisariamos nos reportar a
evidéncias de carater cientifico para elucidar a contemporaneidade do problema, bastaria
apenas entrarmos em uma sala de aula de uma disciplina inicial de Calculo.

Diante da complexidade do problema, t€ém sido muitos variados os encaminhamentos
apresentados pelos professores desta disciplina e pesquisadores da area.

No ambiente pedagogico, por exemplo, a grande maioria dos professores atribui as
razdes das dificuldades de aprendizagem aos proprios alunos, isto ¢, na “falta de base” que
estes possuem para a realizacdo do curso. Em vista disso, tem sido bastante usual nas
instituicdes de ensino superior a realizacdo de cursos “preparatdrios” para um curso inicial de
Calculo. E o caso, por exemplo, dos cursos de “Cdlculo Zero”, “Pré-Calculo”, “Matemdtica
Basica”, ja tao familiares no nosso meio académico.

Tais cursos, independentemente do nome que tenham, tém como meta principal
resolver o problema da “falta de base” do aluno: ensina-se, costumeiramente, nesses cursos,
toda aquela parte da matematica basica necessaria a realizagdo técnica do Calculo:
polindmios, fatoragdo, relacdes e identidades trigonométricas, funcdes reais usuais
(modulares, polinomiais, exponenciais, logaritmicas e trigonometrias), produtos notaveis,
simplificagdes e célculos algébricos em geral etc. E verdade que falta tudo isto ao nosso
aluno recém-egresso do ensino médio. Mas também ¢ verdade que a tal “falta de base” nao é

um problema especifico do ensino de Célculo. A “base” que falta aqui, para o ensino de
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Calculo, também faz falta para o ensino de outras disciplinas do curso superior, € nem por
1sso os seus resultados sdo tdo catastroficos como os do Célculo. Nao estamos negando com
isso que a falta de “base” por parte do aluno dificulte o desenvolvimento operacional das
técnicas do Célculo, mas, isto sim, que existem, em verdade, outras “auséncias”, especificas
do Calculo, que se tornam indispensaveis para a construcao de seus conceitos e resultados. O
campo semantico das nogdes basicas do Calculo tem muito mais a ver com as nocdes de
“infinito”, de “infinitésimos”, de “varidveis”, do que com ‘“fatoragdo de polindmios”,
“relacdes trigonométricas”, “célculos algébricos” etc.

Assim, pode-se dizer que a “preparag¢do” que se deve fazer para um curso de Calculo
¢ bem outra, ¢ ndo de natureza algébrica como, alids, ja tem sido feita (mesmo com
insucessos) desde o ensino bésico de matemadtica. Revisar conceitos e resultados algébricos
para melhor ensinar a “técnica” do Célculo é, sem duvida, uma forma de camuflar as
dificuldades de aprendizagem que sdo inerentes ao proprio conhecimento do Calculo.
Interessante observar que nao se escuta falar pelos corredores da academia que alguém nao
aprende geometria por que ndo sabe algebra; ao contrario, propde-se um ensino de geometria
cada vez mais mergulhado no seu proprio campo semantico e menos dependente do da
algebra. Nao estamos com isso querendo desmerecer a importancia dos conceitos e resultados
algébricos na constru¢io do conhecimento do Calculo ® (ou mesmo da geometria), mas, isto
sim, redimensionar a sua forma participagdo. A dalgebra deve participar da tecedura do
conhecimento do Calculo como “meio”, como elemento basico, e ndo como fim; ndo deve ser,
absolutamente, um elemento complicador no ensino de Calculo e “roubar a cena” das idéias
e das dificuldades de aprendizagem do Calculo. Diante disso, resta saber entdo qual € o curso
de Célculo que se quer? Aquele em que prevalece a técnica? Ou aquele em que se busca a
construcao dos significados? E, isto posto, definir qual deve ser entdo a melhor forma de
preparagdo para um curso superior de Célculo?

Hé4 quem julgue, no entanto, que o problema relativo ao ensino de Calculo ¢ de
natureza mais simples: as dificuldades de aprendizagem sdo decorrentes do processo didatico,
isto ¢, a solugdo reside em se encontrar uma forma apropriada para se ensinar a disciplina de
Célculo. O movimento “Calculus Reform”, citado por nos alguns pardgrafos acima, ¢, por

exemplo, uma clara demonstracao disto: acreditam seus seguidores que a articulagdo entre as

8 Veja por exemplo a revisdo histérica do Calculo que é feita em (Rezende, 2003a).
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abordagens numérica, algébrica e grafica, através de atividades com softerwares matematicos,
resolveriam por completo os problemas de relativos ao ensino de Calculo. Reflexos deste
movimento podem ser percebidos recentemente em nossas universidades brasileiras: a
constru¢do de laboratérios informatizados ¢ a introdugdo de softwares matematicos no ensino
de Calculo tém sido a tonica das mais recentes propostas didaticas para esta disciplina.

Surgem assim duas questdes diametralmente opostas em relagdo ao uso do
computador no ensino de Calculo: seria entdo o uso de computadores a redengdo para o
ensino de Calculo? Ou seria o computador apenas um subterfugio sofisticado e fascinante,
imposto pelo discurso da modernidade, que mascara a origem das dificuldades de
aprendizagem no ensino de Calculo?

Primeiramente, ¢ preciso que se diga que “o uso de computador no ensino de...” ndo ¢
uma questdo especifica do Célculo: a mesma questdo tem sido feita para outras areas do
ensino de matematica. Além disso, precisamos avaliar com muita serenidade e equilibrio
essas questdoes. Nao podemos perder de vista que o computador, assim como qualquer outra
maquina, possui suas limitagdes, sejam estas de naturezas técnicas ou mesmo pedagogicas.
Portanto, ao trabalharmos com tal instrumento, precisamos, assim como os cientistas em seus
laboratorios de pesquisa, ter a nocdo exata do seu uso, de sua finalidade, de suas
potencialidades e limitagdes. Todas essas variaveis aqui apresentadas em relacao ao uso do
computador devem estar dimensionadas por uma meta maior e exterior ao proprio uso do
computador: o proprio conhecimento a ser ensinado — no nosso caso, o Célculo. Logo, a
questao que se apresenta nao € se “se deve usar ou nao o computador no ensino de Calculo”,
mas “como” e “quando” usar esta ferramenta. Assim colocada, diriamos que a resposta para
esta questdo ¢ entdo outra questdo, de carater mais fundamental e j& mencionada neste texto:
qual € o projeto de Ensino de Calculo que se tem, ou que se quer?

Outra corrente, muito expressiva na academia, procura justificar os problemas
relativos ao ensino de Calculo no ambito da psicologia cognitiva: acreditam, em geral, que o
problema ¢ de natureza psicoldgica, isto €, os alunos ndo aprendem por que ndo possuem
estruturas cognitivas apropriadas que permitam assimilar a complexidade dos conceitos do
Calculo. E o caso, por exemplo, do grupo de pesquisadores liderados por David Tall e que

desenvolvem trabalhos na area de “pensamento matematico avangado”.
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Sem desmerecer os grandes esfor¢os que esse grupo tem realizado na busca da
compreensdo das dificuldades correlatas ao “pemsamento matemdtico avangado”,
identificamos, no entanto, no desenvolvimento de suas pesquisas uma submissdo da analise
das questdes de naturezas epistemologicas ao dominio da psicologia. Este “psicologismo”
das andlises epistemoldgicas tem dado énfase ao par sujeito-aprendente/objeto do

conhecimento em detrimento de outro par, ndo menos importante: professor/conhecimento.

CONHECIMENTO

ALUNO PROFESSOR
Figura 2 — Triangulo fundamental das andlises epistemologicas

De fato, usando a alegoria geométrica anterior para representar as relagdes
fundamentais entre os trés elementos essenciais (Professor-Conhecimento-Aluno) de qualquer
processo de ensino-aprendizagem, podemos dizer que as analises epistemologicas das
recentes pesquisas sobre o ensino de Calculo tém se caracterizado majoritariamente pela
centralidade no par Aluno/Conhecimento e, pelo esquecimento total do eixo
Professor/Conhecimento. Cremos que devemos focar, sem o habitual desprezo, o par
Professor/Conhecimento. Afinal, ndo cabe ao professor o comando (ou orientacao) do
processo ensino-aprendizagem? Nao ¢ ele o responsavel (direto ou indiretamente) pela
escolha do programa, dos textos e instrumentos a serem utilizados, bem como forma como os
alunos serdo avaliados? E preciso que se diga que muitos cursos de Célculos ja se encontram
“prontos” (na mente dos docentes responsaveis pela cadeira) antes mesmo da realizagdao de
sua primeira aula . Torna-se, portanto, urgente explicitar esses pensamentos e promover uma

franca discussdo a respeito deles.

7 Ainda com respeito & alegoria do tridngulo, pode-se observar que o eixo Professor-Aluno, apesar de muito comentado nas
pesquisas sobre o ensino de Calculo, ndo ¢ do ambito especifico do mesmo. A énfase que se pretende dar neste artigo ¢
exatamente sobre as questdes de natureza epistemologica e especifica do ensino de Calculo. Esta reflexdo de natureza
epistemoldgica ¢, sem divida, uma das principais metas deste trabalho.
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Isto posto, percebe-se que, na tentativa de investigar e de solucionar os problemas
relacionados ao ensino de Calculo, os encaminhamento e as pesquisas tém se realizado, em
linhas gerais, nos terrenos da didatica e da psicologia cognitiva. Nao obstante, pensamos de
forma diferente: acreditamos que grande parte das dificuldades de aprendizagem no ensino de
Calculo ¢ essencialmente de natureza epistemologica. Pode-se dizer ainda mais: as raizes do
problema estdo além dos métodos e das técnicas, sendo inclusive anteriores ao proprio
espago-tempo local do ensino de Célculo.

De fato, os resultados que encontramos em nossa tese de doutorado (Rezende, 2003a),
ratificam este nosso pensamento. Neste trabalho realizamos, a partir do entrelagamento dos
fatos historicos e pedagégicos, um mapeamento ® das dificuldades de aprendizagem de
natureza epistemoldgica do ensino de Célculo e, como resultado desse procedimento, pode-se
observar a existéncia de um Unico lugar-matriz para as dificuldades estudadas. O da
omissdo/evitacio das idéias basicas e dos problemas construtores do Calculo no ensino
de Matematica em sentido amplo.

De fato, a auséncia das idéias e problemas essenciais do Calculo no ensino basico de
matematica, além de ser um contra-senso do ponto de vista da evolugdo historica do
conhecimento matematico, ¢, sem duvida, a principal fonte dos obstaculos epistemologicos
que surgem no ensino superior de Calculo. Assim, fazer emergir o conhecimento do Calculo
do “esconderijo forcado” a que este estd submetido no ensino bésico ¢, sem duvida, o
primeiro grande passo para resolvermos efetivamente os problemas de aprendizagem no
ensino superior de Calculo.

Além disso, no proprio ensino superior de Calculo também sentimos falta de certas
idéias e problemas construtores do Calculo. Em verdade, este esvaziamento semantico da
disciplina de Calculo ¢, ao mesmo tempo, causa e efeito da crise de identidade pela qual passa
o ensino superior de Célculo.

Assim, pode-se afirmar que o [ugar-matriz das dificuldades de aprendizagem do
ensino de Calculo estd presente em ambos os niveis de ensino. Fagamos entdo uma breve

analise a este respeito.

¥ A apresentagio dos resultados propriamente ditos obtidos com o mapeamento das dificuldades de
aprendizagem de natureza epistemologica do ensino de Calculo serd omitida neste artigo, mas pode ser vista com
detalhes em (Rezende, 2003a e 2003b).
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O lugar-matriz no ensino basico

Cabe destacar inicialmente que a maior parte do territério do lugar-matriz das
dificuldades de aprendizagem do ensino superior de Célculo encontra-se no ensino basico. A
evitacdo/auséncia das idéias e problemas construtores do Calculo no ensino basico de
matematica constitui, efetivamente, o maior obstaculo de natureza epistemologica do ensino
de Calculo, e porque nio dizer do préprio ensino de matematica. E incompreensivel que o
Célculo, conhecimento tdo importante para a construg¢do e evolucao do proprio conhecimento
matematico, ndo participe do ensino de matematica. Se a geometria e a aritmética
representam os “pé€s”, isto ¢, a base do conhecimento matematico, o Célculo ¢ entdo,
metaforicamente falando, a sua espinha dorsal.

E muito usual afirmar-se no meio académico que o ensino basico de matematica é (ou
pelo menos deveria ser) processado em trés vias: a via da aritmética, a via da geometria ¢ a
via da algebra. Uma pergunta que surge naturalmente dessa questdo ¢ “cadé a via do
Célculo?”. No entanto, construir a quarta via (a via do Calculo) no ensino basico de
matematico contradiz a propria natureza epistemologica do Célculo como elemento integrador
na constru¢ao historica do conhecimento matematico. Assim, o que propde aqui estd muito
além de simplesmente construir a quarta via. O que se quer, isto sim, € possibilitar ao Calculo
exercer no ensino basico de matematica o mesmo papel epistemoldgico que ele realizou no
processo de constru¢cdo do conhecimento matematico no ambito cientifico. S6 que para que
isto ocorra sera também necessaria uma articulacdo do ensino de matematica com outras areas
do conhecimento como, por exemplo, a fisica, mais precisamente, a mecanica. Desse modo,
as trés vias — a da aritmética (nimero), a da geometria (medida) e a da algebra (variavel) —
juntas com a via da mecanica (movimento), devem ser articuladas e tecidas a partir das idéias
e problemas construtores do Calculo em beneficio, ndo s6 de uma preparagdo de natureza
epistemologica para um futuro ensino superior de Calculo, mas, sobretudo, para a
consolidacdo e construgdo das significacdes propostas no ensino bésico tanto de matematica

quanto de fisica.
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Figura 3

Por outro lado, ¢ notorio que estdo presentes alguns resultados do Célculo no ensino
basico de matematica: calculo de arecas de circulos e de volumes de solidos de revolucao,
soma de uma progressdo geométrica infinita, representacdo decimal dos nlimeros reais etc. O
que ndo esta presente ¢ o Calculo. As idéias e as solucdes dos problemas do Célculo estao,
como ja afirmamos, submersas, escondidas, ¢ os seus resultados sdo na maioria das vezes
ensinados de forma camuflada: a area do circulo e a soma de uma progressdo geométrica
infinita tornam-se simplesmente féormulas algébricas, a transformagdo das dizimas perioddicas
em fracdes ¢ realizada por uma regra da aritmética etc.

Assim, para essa emersao e preparacdo do Célculo no ensino basico, duas linhas
diretrizes se constituem naturalmente: o problema da variabilidade e o problema da medida —
que sdo, efetivamente, as questdes fundamentais do Calculo. Ha de se ressaltar, entretanto,
que no problema da medida existem propriamente dois problemas distintos e intrinsecamente
relacionados: o processo geométrico da medida (procedimento de célculo de areas e volumes)
e o processo aritmético da medida (o valor numérico da medida, o numero real). Em

(Rezende, 2003a) sdo explicitados alguns dos contetidos proprios de cada uma dessas linhas
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de inser¢ao do Calculo no ensino basico, bem como algumas sugestoes de atividades didaticas

de emersao de suas idéias e problemas construtores.

O lugar-matriz no ensino superior

A disciplina inicial de Célculo, tal como estd estruturada, se encontra,
semanticamente, muito mais préxima da Analise do que do préprio Calculo. Nao ¢ a toa que
esta disciplina € considerada por um grande nimero de professores como uma pré-Analise,
ou, mais especificamente, como uma abordagem “mais intuitiva” da Analise de Cauchy-
Weierstrass em que se pde evidéncia nas técnicas de calcular limites, derivadas e integrais.
Essa atitude predominante no ensino de Calculo ¢ caracterizada entdo por uma posi¢ao
hibrida: por um lado, da-se énfase a organizacdo e a justificacdo légica dos resultados do
Célculo, e, por outro, realiza-se um treinamento exacerbado nas técnicas de integragdo, no
calculo de derivadas e de limites. Esta formatacdo analitica e algébrica da disciplina de
Célculo no ensino superior ¢, sem duvida, uma das principais fontes da crise de identidade
que mencionamos no inicio desta conclusao.

Assim, diante dessa crise de identidade do ensino de Célculo, faz-se urgente
redimensionar o paradigma de ensino de Calculo: nem a preparagdo para um ensino posterior
de Anilise e nem a “calculeira desenfreada” ° servem como meta para um curso inicial de
Calculo; precisa-se voltar o ensino do Célculo para o proprio Calculo, os seus significados, os
seus problemas construtores e suas potencialidades. Tao importante quanto saber usar as
regras de derivagdo e as técnicas de integragdo, ¢ saber os seus significados, as suas multiplas
interpretacdes, sua utilidade em outros campos da matemdtica e em outras areas do
conhecimento.

Diante disso, ¢ preciso “re-calibrar” a disciplina de Calculo em relagdo ao par
técnica/significado. Mas também ¢ preciso “re-calibrar” a disciplina de Célculo em relagao
ao par sistematizacdo/constru¢cdo. Isto é, em vez de se construir as resultados e conceitos do
Célculo no nivel do conhecimento ja sistematizado, deve-se ter em mente a constru¢do das
redes de significacdes das idéias basicas para, num momento posterior, buscar a

sistematiza¢ao dos elementos dessa rede.

 Com “calculeira desenfreada” queremos dizer: a excessiva énfase dada as técnicas de calculos de limites, de derivadas e de
antiderivadas.
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4. Consideracoes finais

Assim, ao final deste artigo, somos levados a acreditar que para superar a tdo
propalada crise do ensino de Célculo faz-se necessario rediscutir o seu papel, re-calibrar a sua
realizagao didatica no ensino superior e, sobretudo, promover uma emersao das idéias basicas
do Calculo no ensino basico de matematica. O escondimento e a camuflagem das idéias
basicas do Calculo sdo, de fato, a principal fonte de obstaculos epistemoldgicos relativos as
idéias basicas do Célculo.

Pode-se afirmar que o problema do ensino de Célculo transcende o espago-tempo local
do ensino de Calculo. Assim, cremos que, ao permitir o Calculo participar efetivamente da
tecedura do conhecimento matematico do ensino bésico, as dificuldades de aprendizagem do
ensino superior de Calculo serdo em grande parte superadas - tanto quanto as do proprio
ensino de matematica - e perceber-se-a, conforme nos disse certa vez Edgard Allan Poe, que
“E apenas por faltar algum degrau aqui e ali, por descuido, em nosso caminho para o
Cdlculo Diferencial [e Integral], que este ultimo ndo é coisa tdo simples quanto um soneto de

Mr. Solomon Seesaw”.

Palavras-chave: ensino de Calculo; dificuldades de aprendizagem; epistemologia; ensino

superior.
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EDUCACAO MATEMATICA NO ENSINO SUPERIOR

Silvia Dias Alcantara Machado, PUC-SP, silviaam@pucsp.br

RESUMO :

Este texto apresenta sumariamente a atual situagdo da educacdo matemdtica no ensino
superior no brasil, expondo a relagdo entre as comunidades de educadores matematicos e de
especialistas em matematica tanto no nivel oficial quanto de convivéncia académica. A seguir
o texto passa a descri¢ao do que se entende por pensamento matematico avancado, conhecido
internacionalmente pela sigla atm, segue relacionando algumas questdes ligadas a pesquisas
de atm e a algebra , terminando por situar as pesquisas de educagdo matematica sobre algebra

linear no panorama da atm.

Palavras-chave : ATM, pesquisas, Algebra Linear

A RELACAO ENTRE OS MATEMATICOS E EDUCADORES MATEMATICOS

Nao ¢ novidade, a desconfianca que professores do ensino superior , principalmente aqueles
que sdo pesquisadores de matemadtica “pura” ou “aplicada”, nutrem em relagdo aos temas de
Educacdo em geral e mais especificamente de Educagdo Matematica. Vém dai as
divergéncias, tantas vezes reveladas nos embates politicos, entre SBM ¢ SBEM. Um exemplo
de um desses embates ocorreu no caso da constituicdo da comissao incumbida de elaborar as
Diretrizes Curriculares, para a licenciatura e bacharelado em Matemadtica, veiculadas em
2001 pelo parecer n® CNE/CES 1.302/2001 do Conselho Nacional de Educagdo / Camara de
Educagdo Superior do MEC, que admitiu somente um representante da SBEM. Certamente
temos que levar em conta, que embora antes de 1980 tenha havido uma preocupacao de
grupos de pesquisa em Educa¢do Matematica, muitas vezes isolados, a comunidade dos
educadores matematicos s6 se organizou oficialmente a partir do I ENEM, na década de
1980. Até essa época , quem era “ouvido” pelos orgdos governamentais e respondia
oficialmente pelo ensino e pesquisa de Matematica, eram os especialistas em matematica, por

meio da SBM, IMPA e outros Institutos de Matematica do pais.
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Ora, esses professores universitarios, especialistas em matematica, ndo foram
preparados para refletir sobre questdes pedagogicas, didaticas e educacionais e geralmente
utilizam métodos de ensino conservadores . Tradicionalmente, a responsabilidade pela
aprendizagem ¢ atribuida aos estudantes, e essa atitude parece permanecer entre o0s
professores de Matematica de todos os cursos superiores, inclusive nos cursos de Licenciatura
em Matematica, ainda hoje.

Mogens Niss expressou muito bem essa visao dos especialistas, quando descreveu que  “(...)
Esperava-se que os estudantes universitirios de topicos matematicos assumissem toda a
responsabilidade por seus proprios estudos, como também de seus sucessos ou fracassos.
Estudantes que passavam nos exames tinham pré-requisitos necessarios, talento matematico e
diligéncia, porém, aqueles que fracassavam ndo tinham; e (...) ndo havia muito o que fazer a
respeito. (...) Isto implicava que os professores de Matematica podiam se concentrar em dar
aulas, pois a aprendizagem individual de cada estudante sobre o que era ensinado ndo era
negdcio do professor mas inteiramente do proprio estudante” (Niss, 1999).

Assim , a citacdo corrobora, que esse ndo ¢ um fendmeno somente brasileiro. Ocorre
inclusive, nas Universidades da Inglaterra, segundo nos assegurou Elena Nardi, pesquisadora
da Gra Bretanha em recente palestra realizada na PUC-SP . Também na Franga, segundo Jean
Luc Dorier, pesquisador francés , como mencionou no prefacio de sua autoria , no livro
“L’Enseignement de 1’Algebre Linéaire en Question” , onde descreve que seus colegas
especialistas em matematica : “lhe dizem , de uma ou outra forma, que eles acreditardo na
didatica quando ela permitir dar aos professores conselhos precisos e faceis de serem
seguidos.” Isso mostra o desconhecimento desses especialistas sobre os principios e a
finalidade da Educagdo Matematica. Dorier comenta ainda que: “... € exatamente isso que nao
deve ser feito : aplicar receitas sem ter compreendido suas origens, pois isso conduz as piores
aberracdes (os exemplos nao faltam). As melhores recomendagdes, as melhores instrugdes do
mundo sdo, no maximo, totalmente ineficazes™. (Dorier, 1997)

Se por um lado, para ensinar matematica € necessario possuir uma cultura matematica viva, a
atual condi¢@o de ensino, mostra que isto ndo ¢ suficiente, pois € preciso também possuir uma
cultura didatica viva, que ndo pode significar uma aplicagdo de receitas, ou uma rotina

‘pomposamente’ qualificada de experiéncia. Deve sim, estar embasada em conhecimentos de
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Educagdao Matematica, os quais envolvem varios campos do conhecimento, que ndo somente
os da Matematica propriamente dita.

Ha indicios do aumento da preocupacdo dos especialistas em Matemadtica com a formagao
especifica de seus alunos universitarios e um desses indicios constitui-se no fato da realiza¢ao
de uma pesquisa, levada a efeito por um grupo de professores da UNICAMP, que teve inicio
no 1° semestre de 1993 e estendeu-se até o final do 1° semestre de 1997. Tal pesquisa foi
realizada a pedido da reitoria, com o intuito de identificar as disciplinas-problema da area de
Matematica , designacdo dada aquelas disciplinas com alto indice de reprovacdo (maior que
20%) . Isto ja mostra que ha uma mudanga de visdo sobre a importancia de atingir todos os
alunos e ndo somente aqueles “dotados”, isto € , implicitamente estd se responsabilizando
tanto professores, quanto alunos, no processo da aprendizagem matematica. Todavia, para
resolver tais problemas, em geral os especialistas em matematica , ndo ouvem seus colegas
educadores matematicos, pois, para resolver as dificuldades dos alunos eles se baseiam,
geralmente em sua intuicao e experiéncia docente , isto ¢ no ‘“senso comum” , ignorando as
teorias e resultados de pesquisa da Educagdo Matematica. Esse distanciamento entre os
especialistas em matematica e os educadores matematicos, € tdo grande, que segundo varios
depoimentos de professores de diferentes Universidades, que obtiveram seus titulos de pds-
graduacdo em Educagdo Matematica, eles se véem compelidos a exercer suas pesquisas €
orientagdes em outros Departamentos, em geral nos de Educagdo, pois quando pertencem ao
Departamento de Matemadtica, suas pesquisas ndo sdo valorizadas, sendo até mesmo
“menosprezadas”.

Essas consideragdes nos mostram, o quanto ainda teremos que caminhar para termos o
reconhecimento de nossos colegas especialistas em matemadtica, reconhecimento este
necessario, para possibilitar um trabalho conjunto que redunde numa melhoria do ensino e
aprendizagem no nivel superior.

Certamente, que uma das formas de obter-se a colaboragdo, e quem sabe até, a compreensao
de nossos colegas, professores especialistas, ¢ de envolvé-los como sujeitos de pesquisa, nos
estudos sobre o pensamento matemdtico avangado. Sujeitos de pesquisa, no sentido nao
somente de analisar sua pratica docente mas principalmente obter sua ajuda em investigagdes

sobre as idéias matematicas mais importantes, nas analises epistemologicas etc.
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ATM ou Pensamento Matematico Avancado

Até poucos anos atrds, a area de Pensamento Matemdtico Avancado (AMT, sigla de
Advanced Mathematical Thinking), contava com pouca produgdo de pesquisa no campo da
Educacdao Matematica. No entanto, felizmente, estas vém obtendo crescentemente a atengao
de investigadores, que utilizam-se de abordagens sistematicas em pesquisas de ATM.
Internacionalmente, a designa¢do de pensamento matemdtico avancado ou ATM tem sido
utilizada para qualificar o conjunto de competéncias, que se julga importante que o aluno
adquira, no decorrer de sua aprendizagem matematica. E importante destacar, que esse estudo
ndo se limita a investigar se os alunos apresentam um bom desempenho em tdpicos
especificos de Matematica, mas busca também pesquisar aquelas competéncias, comuns aos
topicos abordados em uma formagdo matematica de qualidade. Incluem-se entre essas
competéncias a capacidade de reconhecer um objeto matemdtico em suas diferentes
representacoes, representar objetos, relacionar diversas representacdes, efetuar generalizagdes
e utilizar 0s critérios de verdade proprios da Matematica.
A pesquisa em “Pensamento Mateméatico Avangado” exige ndo s6 uma cultura matematica
viva, isto ¢, conhecimento aprofundado da teoria matematica a ser tratada, como também,
exige conhecimentos sobre todos os dominios de pesquisa da Educacao Matematica, dentre os
quais os relacionados por Mamona-Downs & Downs (2002) :“...como o aprendiz se defronta
com essa teoria, pensa nela, e processa aquela massa de informagdes.” Tais assuntos estao
ligados as Teorias Cognitivas.

Diferentes Educadores Matematicos , alguns da area da Psicologia Cognitiva, t€ém contribuido
com teorias sobre a cognicdo em Matematica. Citamos a seguir algumas dessas teorias, que
tém servido de base para o desenvolvimento de pesquisas de ATM. Raymond Duval ,
psicologo cognitivista, trata em sua extensa produgdo principalmente do funcionamento
cognitivo implicado, sobretudo, na atividade matematica, e nos problemas de tal
aprendizagem. Realizou trabalhos sobre a utilizagdo especifica da lingua materna nos
procedimentos matematicos, bem como sobre a compreensao de textos de matematica, e ainda
sobre a aprendizagem de diferentes formas de raciocinio e argumentagdo . Duval estudou
também as diversas representagdes mobilizadas pela visualizacdo matematica. Ele

desenvolveu um modelo de funcionamento cognitivo do pensamento, em termos de mudanga
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de registros de representacdo semidtica, na obra “Semiosis et Pensée Humaine” (Duval ,
1995). Suas idéias tém embasado muitas das pesquisas em ATM , algumas delas relatadas no
livto  por nds organizado “Aprendizagem Matematica: Registros de Representagdo
Semiotica”(Machado, 2003).

Ed Dubinski , desenvolveu a teoria que denominou de Ac¢ao-Processo-Objeto-Esquema , de
sigla APOS , visando subsidiar as analises do processo cognitivo em matematica.(Dubinski
1991). Essa teoria tem apoiado tanto suas pesquisas de ATM, sobre a aprendizagem em
Calculo, quanto a de outros pesquisadores da area da Educacdo Matematica, conforme pode
ser conferido no livro leraning de Campbell e Zaskis intitulado “Learning and Teaching
Number Theory” ( Capbell et, 2002). De acordo com Mamona-Downs ¢ Downs (2002) a
idéia da importancia na matematica dos “processos se tornando objetos” estd subjacente ao
cerne dessa teoria.

Outras teorias, t€ém também, como pressuposto, o0 mesmo nucleo da APOS de Dubinski ,
porém sob diferentes pontos de vista. Esse ¢ o caso da teoria de Regine Douady (1984) sobre
a dialética ferramenta-objeto; e a de teoria de Anna Sfard, sobre a dupla natureza das
concepgdes matematicas (1991) e a teoria da Reificagdo, a qual utilizou em seu trabalho sobre
a conceitualizagdo de fun¢do.(Sfard, 1991 e 1994) Ambas as teorias de Douady e Sfard tém
subsidiado varias pesquisas em ATM.

Certamente ha teorias de outra natureza, que ndo aquelas focadas na cognicdo, que tém
servido como suporte de varias pesquisas de ATM. Dentre essas teorias, ndo podemos deixar
de citar as de Guy Brousseau sobre as Situa¢des Didaticas (Brousseau, 1986), e as de Yves
Chevallard sobre a Transposi¢ao Didatica.(Chevallard, 1991)

Finalmente, ¢ importante citarmos uma teoria, que tem subsidiado pesquisas em Educagao
Matematica em geral, e em ATM em particular, que ¢ a teoria dos Campos Semanticos

desenvolvida por Romulo Lins, em sua tese de 1992.

As pesquisas de ATM e a Algebra

As idéias expostas a seguir constam, em sua maioria, do projeto de pesquisa do grupo de
pesquisa ao qual pertenco. O titulo de tal projeto é : “Qual a algebra a ser ensinada em cursos
de formagao de professores de matematica?” Ele foi apresentado no SIPEM de 2003, por

Sonia Coelho.
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Para a Algebra, talvez mais do que para os outros ramos da Matematica, levantam-se questdes
de pertinéncia e relevancia. Apos o ganho de importancia nos anos 60 - adquirido gracas a
valorizagdo do formalismo, propria do movimento da Mateméatica Moderna -, a Algebra pré-
universitaria veio paulatinamente perdendo espaco e ¢ freqlientemente vista hoje como um
amontoado de simbolos de valor indiscernivel . Essa situagdo parece nao mudar quando o
aluno se torna universitario, pelo que mostram resultados de vérias pesquisas.
Estamos atualmente num ponto critico em que ¢ desejavel fazer um balango do que tem sido
descoberto e examinar o que a partir dai pode ser feito. O seguinte aspecto merece mengao:
Se por um lado, a Algebra é o caminho para estudos futuros e para idéias
matematicamente significativas, dada uma de suas dimensdes — a de linguagem
da matematica — por outro, ela ¢ freqlientemente um obstidculo na trajetéria
educacional de muitos .
Destacamos a seguir a orientagdo para licenciatura de Matematica constante nas Diretrizes
Curriculares Nacionais para os Cursos de Matematica, Bacharelado e Licenciatura:
Os contetdos descritos a seguir, comuns a todos os cursos de Licenciatura, podem
ser distribuidos ao longo do curso de acordo com o curriculo proposto pela
Instituicao de Ensino Superior: Calculo Diferencial e Integral,
Algebra Linear, Fundamentos de Analise, Fundamentos de Algebra, Fundamentos
de Geometria e Geometria Analitica.
A parte comum deve ainda incluir conteudos matematicos presentes na educagdo
basica nas areas de Algebra, Geometria e Anélise .
E importante notar que nada consta sobre a necessaria articulagdo entre os saberes
pedagogicos e especificos, aparentemente, pois as diretrizes consagraram a dicotomia entre os
saberes , ignorando, que se tornou insuficiente conhecer os contetdos especificos, e que ¢
preciso compreender como esses conteudos foram concebidos e transformados pela
comunidade cientifica ao longo da historia. Ensinar exige também entendimento sobre como
o estudante constroi o conhecimento e como professor pode favorecer esse processo .
Entendemos serem necessarios atualmente estudos integrados no atual quadro teodrico da
Educacdo Matematica, que — por conceber o conhecimento como processo de continua
(re)construcao — exige investigagdes ndo apenas entre licenciandos e entre estudantes do

ensino infantil e basico, mas também entre professores em formag¢ao continuada. E isso se da
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principalmente através do Ensino Universitario e de P6s Graduagdo latu sensu ou stricto
sensu.

Em geral, os cursos de formagdo de professores orientam as escolhas de conteudo a partir das
propostas de documentos oficiais e institucionais, e nossa analise teve idéntico procedimento.
O exame de tais documentos revelou as descontinuidades existentes entre o ensino de Algebra
- tal como estd proposto - na educagdo bésica e nas licenciaturas, e, no caso destas ultimas,
mostrou que dois assuntos sdo consenso: Algebra Linear ¢ Teoria dos Niimeros. Aqui, como
ilustracdo das investigacdes em ATM ja realizadas dentro desse projeto , abordaremos as

pesquisas sobre o ensino e aprendizagem da Algebra Linear.

Pesquisas da Educacio Matematica sobre a Algebra Linear

Dentre as pesquisas de Educa¢do Matematica mundiais aquelas sobre o ensino / aprendizagem
da Algebra Linear no nivel superior tém tido uma atengdo crescente por parte dos
pesquisadores. A importancia dessas pesquisas repousa no fato de que a Algebra Linear se
encontra subjacente a quase todos os dominios da Matemadtica e até mesmo de outras areas,
como Ciéncia da Computagdo, Engenharia e Fisica, entre outros. Dai o fato de ser
imprescindivel que aqueles que pretendem trabalhar com as ciéncias que utilizam a
Matematica, tanto como objeto de seu estudo quanto como instrumento, tenham dominio
sobre seus principais conceitos. No entanto, esse dominio ndo ¢ facil de ser atingido,
conforme atestam diferentes resultados de pesquisa.

Entre os pesquisadores que se preocupam com o tema encontra-se Jean-Luc DORIER, que
editou em 2000 o livco “On the Teaching of Linear Algebra”'’ .Essa obra, de grande
importancia para tal contexto, apresenta na primeira parte resultados de pesquisas
epistemologicas sobre a génese da teoria dos espacgos vetoriais, € na segunda parte levanta
questdes sobre o ensino e aprendizagem da Algebra linear em diferentes abordagens,
realizadas entre 1987 e 2000. Na conclusdo do livro, no item que trata das perspectivas para
novas pesquisas, além de se referir a questdes mais pontuais, os autores apontam os seguintes
temas globais que merecem a aten¢do dos pesquisadores:

*A Algebra Linear estd ligada aos conhecimentos prévios dos estudantes em vdrios campos

da matemdtica. O que o pesquisador pode supor sobre o estado desses conhecimentos? E

1% Tradugdo: Sobre o ensino de Algebra Linear.
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i)

possivel referir-se somente ao curriculo oficial? Além disso, hda uma mudanga de “cultura’
entre o ensino médio e o universitario. Como esse fato pode ser levado em conta nos temas de
pesquisa? Robert introduziu a no¢io de “alavancas de conceitualiza¢do” (alavancas meta)'"
de forma a abordar esse problema. Chartier aplicou-a em seu trabalho na rela¢do entre
geometria e dlgebra linear. O que é geometria? O que o aluno conhece sobre isso? Isso tem o
mesmo significado para os professores do ensino fundamental, médio e universitario? Quais
sdo as conexoes?

*Nos trabalhos de pesquisa em educagdo matemdtica em nivel universitario, habitualmente o
professor experimentador do projeto de pesquisa é um dos pesquisadores encarregado do
projeto. Portanto, ha um tipo de controle intrinseco de varios parametros locais. Isso deixa a
questdo aberta sobre a transmissdo do projeto de ensino a outros professores, especialmente
no que concerne a um projeto de ensino a longo termo, como o de dalgebra linear.”

Dentre as primeiras pesquisas sobre ensino e aprendizagem em Algebra Linear, empreendidas
por Dorier e seu grupo francés na década de 80, consta um inventario das principais
dificuldades encontradas pelos alunos franceses do primeiro ano do DEUG (primeiro ano
universitario). O resultado dessa pesquisa mostrou que a forma abstrata e axiomatica utilizada
para tratar das primeiras nogdes da Algebra Linear, como espagos vetoriais, base, etc., causa
no aluno iniciante uma sensacao de fracasso, impedindo que avance em sua aprendizagem.
Este fenomeno foi chamado de “obstaculo do formalismo™.

As dificuldades encontradas pelos alunos nessa disciplina ndo sdo recentes € muito menos
limitadas a um nimero reduzido de alunos de uma tunica universidade. Dorier (2000), no
prefacio de seu livro, escreve que ja na década de 60, Plancherel, famoso matematico,
declarou a ele que de todos os cursos que havia ministrado, aquele em que os alunos
apresentavam maior dificuldade de apreensdo, era o de Algebra Linear.

Aline Robert, ao comentar a tese de doutorado de Jean-Luc Dorier, corrobora e aprofunda
essa observacao ao mencionar que o “(...) ensino da algebra linear provoca a cada ano em
muitos estudantes do primeiro ano da universidade um sentimento de fracasso, declarado ou
ainda difuso, em particular no que diz respeito as primeiras defini¢des ( ..).”

Outro grupo de pesquisadores dessa area ¢ formado por Anna SIERPINSKA, Tommy
DREYFUS e Joel HILLEL. Em um de seus artigos - Evaluation of a teaching design in linear

"""Explicagio da tradutora
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algebra: The case of linear transformations - de 1999'%, esses pesquisadores citam “....as bem
conhecidas dificuldades dos estudantes no curso de algebra linear no primeiro ano da
universidade” (SIERPINSKA et al,1999), confirmando assim nossa afirmacdo de que os
problemas com ensino / aprendizagem da algebra linear sdo gerais.

No Brasil, o grupo da UNICAMP, que realizou a pesquisa citada anteriormente, com o intuito
de identificar as “disciplinas-problema”, concluiu que a Algebra Linear, era uma dessas
disciplinas pois apresentou alto percentual de retencdo - de 25 a 50%.

Embora essa pesquisa tenha dado o “alarme” sobre a situa¢do do ensino e aprendizagem da
Algebra Linear no Brasil, poucos foram os trabalhos em Educagio Matematica levados a
efeito sobre esse tema. Isso ¢ corroborado pelos resultados da pesquisa de Marcos Roberto
CELESTINO, que realizou uma pesquisa, do tipo estado da arte, sobre pesquisas brasileiras
da década de 90, cujo tema tenha sido o ensino e aprendizagem de Algebra Linear.(2000)
CELESTINO encontrou apenas seis artigos sobre o tema, sendo quatro deles de uma mesma
autora, Marlene Alves DIAS, que os escreveu enquanto fazia seu doutorado na Franca.
Assim, concluiu que as pesquisas brasileiras na area de ensino-aprendizagem da Algebra
Linear sdo recentes e apresentam um caminhar timido; finaliza afirmando que, embora as
pesquisas brasileiras nesse tema sejam escassas, seus resultados contribuem para a melhoria
do entendimento do processo de ensino-aprendizagem da algebra linear.

O panorama tragado acima demonstra a necessidade e urgéncia de levar a efeito, também aqui
no Brasil, pesquisas sobre ensino-aprendizagem de algebra linear.

Nessa perspectiva desenvolvemos algumas pesquisas.A primeira delas foi uma pesquisa
diagnostico, sobre a concepgao de espago vetorial, do aluno licenciando em matematica
apos ter terminado um curso de Algebra Linear. O referencial tedrico utilizado para as
analises foi a teoria de Anna SFARD (1992), que trata do dualismo apresentado pelas
concepgdes matematicas, focalizando o processo de transicdo de uma forma de pensamento
matematico para outra € em seu modelo de 3-fases do desenvolvimento conceitual. Os
autores, Silvia Machado e José Garcia Martins, concluiram que a maior parte dos estudantes
pesquisados compartilhavam de uma concepcdo ainda interiorizada , poucos deles, de uma

concepgao condensada, e nenhum deles apresentou a concepgao reificada.(2003)

12 Avaliacéo de um Projeto de Ensino em Algebra Linear :O Caso das Transformagdes Lineares RDM voll9,no 1, pp. 7-

40, 1999.
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As outras pesquisas sobre Algebra Linear, realizadas por membros de nosso grupo,
objetivaram investigar as alavancas meta existentes, no sentido utilizado por Aline Robert, no
desenvolvimento da no¢do de base de um espago vetorial.

Claudia Aratijo analisou a abordagem da nogdo de base nos livros didaticos de Algebra Linear
comumente indicados no ensino superior, investigando a existéncia de possiveis “alavancas
meta” no discurso metamatematico utilizado pelos autores. Concluiu que no prefacio dos trés
livros analisados existem caracteristicas promissoras quanto a existéncia de “alavancas meta”
no corpo dos textos. No entanto, poucas situagdes puderam ser avaliadas como possiveis
alavancas-meta no material analisado. As possiveis alavancas-meta evidenciadas por Araudjo
foram: no primeiro livro, quando na introdu¢do de espagos vetoriais , comparam
caracteristicas de dois conjuntos aparentemente distintos para mostrar que possuem uma
mesma estrutura algébrica; no segundo livro, surgem apos a definicdo de dependéncia linear,
quando se apresenta a equivaléncia entre as operagdes de adi¢ao e multiplicagdo por escalar
dos vetores representados por segmentos orientados e as mesmas operacdes algébricas no
espago vetorial real R3; e, no terceiro livro, surgem quando utilizam o termo “vetor
supérfluo” na abordagem da nogdo de dependéncia linear, o que, pode ajudar o aluno a
perceber a vantagem de utilizar conjuntos mais econdémicos ¢ quando utilizam exemplos e
contra-exemplos das noc¢des abordadas. Assim, Aratjo concluiu, que poucas oportunidades
foram aproveitadas a fim de criar condigdes para que o discurso funcionasse como uma
alavanca meta.

Zoraide Padredi investigou, quais as provaveis alavancas-meta emergiram do discurso de
professores universitarios de Algebra Linear, quando discorreram sobre como geralmente
desenvolvem a nocdo de base de um espaco vetorial, em aula. Fla entrevistou seis
professores de universidades paulistas tradicionais. As andlises apontaram nao sé os recursos
meta relativos & no¢do de base como também aqueles recursos, de ordem mais geral, que
surgiram ao longo das entrevistas com os professores. A nocdo de base foi destacada como
prioritaria para um primeiro curso de Algebra Linear, pela maioria dos entrevistados.

Padredi evidenciou, trés abordagens diferentes de base, no discurso dos professores, quais
sejam : como um sistema de geradores minimal, como um sistema maximal linearmente
independente € como uma justaposi¢cdo de um sistema de geradores com um conjunto

linearmente independente.A idéia de um sistema de geradores minimal pode gerar reflexdes
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dos alunos sobre a vantagem de se conseguir um numero minimo de vetores para gerar o
espaco, induzindo-os a compreender a necessidade de serem vetores linearmente
independentes. A idéia de um conjunto maximal de vetores linearmente independentes pode
gerar reflexdes sobre a necessidade de se conseguir um conjunto linearmente independente
suficientemente grande para dar origem ao espaco vetorial, surgindo dai naturalmente a nogao
de sistema de geradores. Tanto uma idéia como outra explicitam uma articulacdo, entre as
duas nocgdes, vetores linearmente independentes e sistema de geradores dando origem ao
conceito de base. Sdo recursos meta com possibilidade de se tornarem alavancas-meta.

A utilizagdo de uma forma coloquial para a introdug¢do de nogdes como a de base e de outras
que estdo intrinsecamente ligadas a essa, foi exemplificada através de analogias: “vetores bem
comportados”, “grau de liberdade”, “colchinha de croché”, “ambiente”, “lucro”, “economia”,
“tijolos”, “parede”. Estas analogias podem se tornar alavancas meta para o
ensino/aprendizagem de algumas nogdes e idéias da Algebra Linear.

Outra possivel alavanca-meta ¢ o recurso de enfatizar as operagdes adi¢ao e multiplicagdo por
um escalar, como as ferramentas que sao inerentes a no¢ao de espaco vetorial e que bastam
para caracterizar um elemento genérico do espago vetorial através de um nimero finito de
vetores “bem comportados” desse espago.Temos um discurso sobre a Algebra Linear que
ocorre desde o inicio do curso, procurando ocasionar reflexdes por parte dos alunos e
motivagdo para a noc¢ao de base .

Convém ressaltar também a utilizagdo da passagem do antigo para o novo, sendo o antigo
representado pela Geometria Analitica. Esse recurso faz parte das informacdes constitutivas
do funcionamento matematico que auxilia o aluno quando a mudanga de pontos de vista €
necessaria, integrando os conhecimentos precedentes aos novos conhecimentos, portanto, um
recurso “meta” passivel de se tornar uma alavanca-meta, utilizado por diversos livros
didaticos e ja destacado por Claudia Araujo em sua pesquisa de dissertagdo, conforme citado
anteriormente. Além disso, a Geometria Analitica ¢ utilizada como o concreto para gerar
reflexdes dos alunos sobre a no¢do de dependéncia linear, de sistema de geradores e de base.
Assim como a forma coloquial e as analogias, ja citadas acima, sdo utilizadas para criar a
necessidade dessa nocao.

Outro recurso “meta”, que ¢ caracterizado por Dorier como uma possivel alavanca meta e que

apareceu no discurso de todos os professores entrevistados , ¢ o de fornecer informagdes
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sobre a natureza das nogdes a serem introduzidas, relacionando a Algebra Linear com nogdes
de outras disciplinas do curso (Geometria Analitica, Equagdes Diferenciais, Calculo), com
conceitos que serdo explorados posteriormente (isomorfismos, transformagdes lineares)
dentro do proprio curso ou ainda como extensoes de conceitos ja introduzidos (linearidade).
Atualmente, estamos levando a efeito mais duas pesquisas nesse assunto. A de Luis Carlos
Barbosa de Oliveira, que investiga o discurso meta matematico de um professor de Algebra
Linear, ao desenvolver em sala de aula a nocdo de base de um espago vetorial, e seu efeito
para a compreensao dos alunos desse conceito . A segunda ¢ de Carlos Eduardo da Silva que
esta investigando, nos diferentes cursos de ciéncias Exatas , quando e como ¢ utilizada a
nogio de base nas disciplinas que tem como pré ou co-requisitos a Algebra Linear.

Desta forma , acreditamos que estejamos contribuindo para os conhecimentos de ATM,

especificamente da area de Algebra Linear.
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