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Introducio

As tesselagdes do plano se constituem num recobrimento do mesmo, sem deixar
lacunas ou sobreposigdes. Nosso estudo refere-se a tesselagdes por poligonos, regulares
ou nao.

A palavra fesselation, no portugués, corresponde ao vocéabulo fessela, que indica a
pavimentacdo de uma regido através de pecas de mosaico. Utilizamos, entdo, a palavra
tesselagao pois, de acordo com Barbosa (1993), tecelagcao (de tecer — entrelagar fios)
ndo teria o0 mesmo sentido.

E possivel explorar vérios assuntos relacionados ao ensino de Geometria, de uma
forma criativa e atraente, através de atividades que envolvem tesselacao.

O ensino de Geometria proporciona a exploragdo do espago fisico e desenvolve a
observagdo e a percepcdo de semelhancas, diferencas e regularidades. Também
podemos estabelecer sua conexdo com as outras areas da Matematica, desenvolvendo,
por exemplo, nog¢des de Algebra e Aritmética. Além disso, ela pode se relacionar com
as outras areas do conhecimento, especialmente com a arte, através da exploracio das
formas e caracteristicas de objetos, obras artisticas, pinturas, desenhos, mapas, formas
encontradas na natureza, entre outras criagdes humanas ou naturais.

Apesar da importancia do ensino de Geometria, ¢ de, na sua maioria, 0s
professores considerarem a relevancia deste tema para a boa formagdo do aluno, ha
muitas caréncias materiais € metodologicas para superar as dificuldades de efetivacao
deste ensino, como foi verificado por Perez (1991), em seu estudo sobre o cotidiano dos

professores.
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Na maioria dos livros didaticos os contetidos de Geometria sao pouco abordados,
estdo no final e ddo muita énfase a nomeacao e classificagdo dos entes geométricos. Nao
ha ligacdo com uma aplicagdo pratica.

Ensinar tesselacdes de forma Iudica, através da manipulagdo de jogos, oferecera
aos alunos oportunidade de medir, transformar, comparar, classificar e arriscar suas
intuigdes. Assim, acreditamos poder colaborar para que o ensino de Geometria seja mais
prazeroso tanto para o aluno quanto para o professor, buscando desenvolver no
estudante a habilidade de resolver problemas, escolares ou ndo, favorecendo seu

pensamento critico € autdbnomo.

Justificativa

Os jogos, se convenientemente planejados, sdo recursos pedagogicos eficazes para
a constru¢do do conhecimento matematico. Trés aspectos podem justificar seu uso em
sala de aula: o carater ludico, o desenvolvimento de técnicas intelectuais e a formacao
de relagdes sociais.

Tanto nos jogos quanto na matematica temos regras, instrucdes, operagdes,
defini¢coes, dedugdes, desenvolvimento, utilizagdo de normas e novos conceitos
(resultados).

Os jogos que abordamos neste trabalho possibilitam que habilidades referentes a
deducdo, indugdo, estratégia e pensamento criativo sejam desenvolvidas. Os jogos e
curiosidades matematicas, quando utilizados em sala de aula, promovem a solidariedade
e a interagdo dos alunos, aumentam a motiva¢ao para a aprendizagem e desenvolvem a
criatividade, a autoconfianga, a organizacdo, a concentracgao, a aten¢do e a linguagem.

Moura (1991) afirma que: “o jogo aproxima-se da matematica via
desenvolvimento de habilidades de resolu¢ao de problemas”. Devemos escolher jogos
que estimulem a resolucdo de problemas, principalmente quando o contetido a ser
estudado for abstrato, dificil e desvinculado da pratica diaria.

A estratégia de ensino da Matemadtica através da Resolugdo de Problemas tem
suas origens no trabalho de G. Polya (1991). Para ele, “resolver um problema ¢
encontrar os meios desconhecidos para um fim nitidamente imaginado”. Dante (1988)
aponta alguns objetivos na utilizagdo desse método, dentre os quais destacamos: fazer o

aluno pensar produtivamente e desenvolver seu raciocinio equipando-o com estratégias
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para resolver problemas, além de tornar as aulas de Matematica mais interessantes e
desafiadoras.

Esses objetivos afinam-se com uma proposta que inclui atividades ludicas, pois
estas devem convidar os alunos para desafios motivadores. No seu desenvolvimento, o
professor nao ¢ o detentor do saber, mas um companheiro de aprendizagem, que sugere
opcdes e alternativas. Sua atencdo e entusiasmo pelas descobertas dos alunos sdo
fundamentais.

Assim, o professor deve estimular a autonomia do aluno através de
questionamentos, evitando dar respostas prontas para suas duvidas. Ele sera responsavel
pela orientacao das atividades, cabendo-lhe analisar a interagao dos alunos, identificar
conceitos que possam estar equivocados e promover a redescoberta.

Os jogos matematicos exigem um plano de acdo que permita a aprendizagem dos
conceitos. Logo, deve-se destinar um horario dentro do planejamento, onde o professor,
juntamente com outros de sua area, possa explorar todo o potencial dos jogos, processos
de solugdes e discussdes sobre caminhos que podem surgir.

O uso do jogo em sala de aula requer uma mudanca de atitude em relagdo ao
conhecimento do aluno. Busca-se explorar seus conhecimentos prévios e criar situagdes
que estimulem o “arriscar”, pois através de tentativas e erros o aluno encontrara a
solucdo para o problema proposto. E importante que os alunos registrem as solucdes e

tentativas frustradas, pois isto favorece a articulagdo de suas idéias.

A seguir, comentaremos cada jogo e apresentaremos uma sugestdo de atividade

com O mesmao.

Kit Poligonos

E composto por um conjunto que contém
cerca de 50 poligonos regulares e irregulares, com
mesma medida de lados, feitos em papel cartdo e
colorido dos dois lados (fig.1).

Em um estudo preparatério para o tema

tesselacdes, Murari (1999) sugere o uso desse Kit, o

qual gera atividades interessantes.
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Com o uso do Kit os alunos descobrem, através da investigagdo sobre os dngulos
vértices dos poligonos utilizados, algumas tesselagcdes do plano por poligonos regulares
ou ndo. Assim, o estudo dos elementos de um poligono e suas propriedades, pode ser
realizado de forma ludica.

Para maior precisdo na confec¢do das pegas ¢ interessante que elas sejam
construidas através do software Cabri Géometre II, impressas em papel cartdo ou

cartolina (proprio para uso em impressora) e recortadas com muito cuidado.

Atividade

Cada grupo recebe um Kit e deve pavimentar parcialmente o plano obedecendo as
regras:
e Os vértices devem coincidir sempre num mesmo ponto, €

e Nao deve haver espaco nem sobreposi¢do entre os poligonos.

Pedimos aos alunos que verifiquem, usando um so6 tipo de poligono de cada vez,
quais pavimentam o plano e quais ndo pavimentam.

Através de questionamentos, eles devem descobrir que € necessario que a soma
dos 4ngulos vértices num arranjo de poligonos seja 360 . Portanto, serd necessario que
os alunos se familiarizem com o calculo do angulo interno de um poligono.

Com isso, chegardo a conclusdo que pavimentam o plano: tridngulo equilatero,
hexdgono regular, quadrado (denominadas pavimentacdes regulares ou platdnicas)
(fig.2) e quadrilatero irregular. Ndo pavimentam o plano os seguintes poligonos

regulares: pentagono (fig.3), octogono, decagono, dodecagono, etc.

Pavimentacgoes Platonicas

fig.2 fig.3
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Em seguida, pode-se propor uma atividade semelhante a anterior, mas utilizando
mais de um tipo de poligono.

Avangando um pouco mais no assunto sobre pavimentacdes, devemos sugerir que
verifiquem se um mesmo arranjo (com a mesma disposi¢ao dos poligonos) estende-se
por todo o plano. Eles verificardo a impossibilidade de alguns arranjos estenderem-se
por todo o plano, mesmo quando a soma dos angulos vértices ao redor de um no ¢é 360,
E o caso do arranjo composto por dois pentidgonos e um decagono regulares.

Neste momento podemos explicar aos alunos que uma pavimentagdo ¢ semi-
regular quando ¢ composta por mais de um tipo de poligono, porém, dispostos sempre
num mesmo arranjo em cada vértice.

Alguns arranjos podem parecer possiveis quando a soma dos dngulos em torno de
um vértice ¢ muito proxima de 360. Um exemplo é o arranjo composto de um
pentagono, um hexagono e um heptagono, no qual faltam pouco mais que 3 para
perfazer 360". O professor deve estar atento para que os alunos nio sejam enganados
pela falsa impressdo de que as pecas se encaixam, salientando a importancia de uma
comprovagao rigorosa.

O Kit Poligonos permite os arranjos das onze pavimentagdes regulares e semi-
regulares possiveis. Murari (1999) apresenta um estudo detalhado sobre estas

pavimentagdes.

Pavimentacoes de Penrose

Roger Penrose, fisico e entusiasta por recreacdes matematicas, descobriu que ¢
possivel tesselar uma superficie de maneira ndo periddica, utilizando apenas dois
quadrilateros, denominados kite e dart (fig.4), formados pela combinagdo dos dois

triangulos encontrados na geometria do pentagono (fig.5).

kite dart
fig.4 fig.5
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Com esses dois poligonos também podemos ter tesselagdes periddicas, utilizando,
por exemplo, o arranjo em forma de losango, obtido pela unido de um kite e um dart.

Porém, as denominadas Tesselagdes de Penrose sdo ndo periddicas, isto €, ndo
podem ser obtidas através de um unico arranjo, em escala fixa. Isto quer dizer que, se
tivéssemos uma transparéncia de uma dessas tesselagdes, nao haveria como mové-la de
maneira que ela coincidisse novamente com a tesselagdo original, a ndo ser, talvez, por
rotacdo, pois algumas apresentam simetria rotacional.

Todas elas apresentam maior numero de kites do que de darts. Quanto maior a
area pavimentada, mais o valor da razdo entre essas quantidades se aproxima da

“relacdao de ouro”.

Atividade

A construcao das pecas ¢ simples e envolve o estudo dos angulos do pentagono
regular, tridngulos isosceles e quadrilateros. As pecas podem ser confeccionadas pelos
alunos da mesma maneira que o Kit Poligonos, utilizando o Cabri Geométre II.

Com alunos do ensino médio podemos utilizar este jogo para estudar e aplicar
conceitos de trigonometria, calculando o seno e o co-seno dos angulos envolvidos ¢ a
medida dos lados das pegas.

Inicialmente pedimos aos alunos que montem algumas tesselagdes obedecendo as
regras:

e colocar lados iguais juntos,

e asoma dos angulos ao redor de um n6 deve ser 360, e

e ndo podem ser formados losangos com as duas pecas.

Alguns grupos poderdo encontrar a solucdo para a atividade, outros nao
conseguirdo tesselar o plano (sua carteira), pois poderdao ocorrer espacos em que nao
serd possivel encaixar nenhuma das pecas.

Através da andlise das diversas solucdes, irdo descobrir que mais uma regra ¢
necessaria para que seja possivel realizar a tarefa com éxito. O professor sugere que as
pecas sejam marcadas em seus vértices (fig.6) e pede aos alunos que escrevam uma
condicdo, através da observagdo de uma tesselacdo. Eles devem concluir que, para

montar a tesselacdo, s6 podem coincidir vértices que tiverem a mesma cor.
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.

fig.6

Como sugestdo, eles podem fazer curvas nas pegas de modo que, ao montarem a

tesselagdo, as curvas de uma peca se unam as da peca adjacente (fig.7).
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fig.7

Analisando a tesselagdo, o professor explica que ela ¢ aperiddica, pois ndo ha um
padrdo que se repete em uma seqiiéncia fixa, ou seja, nao ha translagdo dos arranjos de
forma ordenada. Seria pertinente mostrar outras tesselagdes periddicas para que fagam
comparagdes. Apds isso, pode ser solicitado que verifiquem os diversos tipos de

arranjos (ou nés) que surgem (fig.8).
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O professor pode sugerir que alguns grupos iniciem uma tesselagdo pelo arranjo
em forma de sol (sun) e outros pelo em forma de estrela (star). Porém uma condi¢do
deve ser satisfeita: a pavimentagdo sempre deve apresentar simetria em relagao a todos
os eixos de simetria do arranjo inicial. Eles verificardo que, a medida em que
acrescentam as pecas (inflacionam a pavimentacdo), mais a area tesselada se aproxima

da forma de um pentagono (fig.9).

fig.9

Estas duas tesselagdes apresentam simetria rotacional. Pode-se pedir que
encontrem o eixo de rotacdo e verifiquem em quantos graus ela deve ser rotacionada. A
utilizacdo de uma transparéncia da tesselacdo pode facilitar o entendimento desta
propriedade.

E interessante que eles anotem a quantidade de kites e de darts utilizados,
verificando que a razdo entre esses dois valores se aproxima do numero de ouro (phi).
Vale notar que a razdo entre o maior e o menor lado das pecas ¢ exatamente este
numero.

Pode-se propor aos alunos que cortem as pecas no seu eixo de simetria € montem

outras tesselagdes, observando suas caracteristicas ¢ suas semelhangas com a anterior,

buscando encontrar leis para a formagdo de outras Pavimentagdes de Penrose.

Poliminds
Considerem quadrados congruentes como os da figura 10. Juntando-os em
conjunto de dois, com um lado em comum, obteremos os dominods (fig.11). Os

quadrados unitarios sdo 0os monominos.

[T
Pfs ac

fig.10 fig.11
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Juntando a cada domind mais um quadrado, de tal modo que ele tenha um lado em
comum com algum dos dois j& colocados, obtemos os triminds. Porém, como pode ser

visto na figura 12, ha dois tipos de triminds: tipo 1 (retangular) e tipo 2.

[T L] L] ]
[]

tipo 1 tipo 2

fig.12

Continuando o processo, com o trimind 1 obtemos os tetraminds tipo 1, 2a, 2b ¢
4; e com o trimind 2 obtemos, novamente, o 2a, o 2b € 0 4, e, ainda, obtemos o 3a, 0 3b
e 0 5 (fig.13). Note que tanto 2a e 2b como 3a e 3b, aparentam serem idénticos, mas
eles s3o enantiomorfos, pois tém formas contrarias, s6 podendo coincidir se os
retirarmos do plano e os virarmos.

Assim um poligono ¢ um n-mind se, e somente se, ¢ composto de n quadrados

congruentes conectados pelo menos por um lado.

Trm g D:!:;E.:E

tipo 1 tipo 2a tipo 2b tipo 4 tipo 2a

T oo T M E

tipo 2b tipo 4 tipo 3a tipo 3b tipo 5
fig.13

BARBOSA (1993) sugere que na construgdo dos poliminés, faces opostas tenham
cores diferentes, pois este cuidado permite que as pecas enantiomorfas, sejam
denunciadas quando usadas.

Com o uso de poliminds podem ser formulados problemas de tesselagdo parcial
do plano dos mais variados tipos, quer com escolha livre de pecas, quer fixando-se as

pecas a serem utilizadas. Através da descoberta dos possiveis padrdes para o plano, o
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aluno desenvolve nocodes de rotacdo, translacdo e reflexao. Também ¢ aconselhavel o
uso de poliminés no estudo de areas e perimetros de figuras concavas ou convexas € no
estudo de semelhanca de figuras.

Optamos por nos restringirmos a analise dos Tetraminds, pois os dominds e
triminds apresentam pouca versatilidade para o estudo do tema tesselagdes, enquanto
que os pentaminds e hexaminés sdo, respectivamente, em nimero de 12 e 35 tipos, além
de serem compostos por maior numero de quadrados, o que dificulta sua construcdo,
manipulagdo e visualizagdo espacial.

E importante que seja realizado, inicialmente, um trabalho de familiarizagdo dos

alunos com os poliminés, sua construcao e sua denominagao.
Atividade

E muito grande o nimero de possibilidades de uso dos tetraminds no ensino de
diversos topicos de geometria. Como nos limitamos a apresentar apenas uma atividade
para cada jogo, optamos por uma muito interessante, sobre semelhanca de figuras
planas. Sao desenvolvidas nogdes de razdo de semelhanca entre dois poligonos, razdao
entre suas dreas ¢ a relagao existente entre estas duas razdes.

O professor pode, inicialmente, pedir aos alunos que construam uma ampliacdo de
cada um dos tetraminds utilizando pegas livres. Surgirdo muitas possibilidades, mesmo
para ampliagdes congruentes e com a utilizagdo das mesmas pegas, pois elas podem
estar dispostas de formas diferentes. Aproveitando a variedade de solugdes, pode-se
explicar que algumas amplia¢des, aparentemente diferentes, podem coincidir por
rotacdo e, portanto, podem ser consideradas idénticas (fig.14). Outras sdo
enantiomorfas. O professor deve estar atento para que sejam verificadas as condi¢des de
semelhanca, pedindo que comparem a medida dos lados do tetramind com a dos lados
correspondentes na sua ampliacdo. E possivel usar denominagdes como réplica dupla,

tripla, etc., introduzindo o conceito de razdo de semelhanga.

T
il

fig.14

10
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Apobs, o professor pode pedir aos alunos para construirem vdrias réplicas
diferentes do tetramind tipo 5 (de forma quadrada), utilizando apenas o tipo 2b e o 2a
(em forma de L e L invertido). A figura 15 nos mostra um exemplo de uma ampliagao.
Depois de analisarem diversas possibilidades, eles verificardo que ¢ impossivel
construir, por exemplo, uma réplica de lado cinco. Através de questionamentos devem
descobrir que em todas as ampliacdes o numero de quadradinhos unitarios deve ser
multiplo de quatro, ja que cada peca utilizada ¢ composta por quatro quadradinhos. Um
quadrado de lado cinco é composto por 25 quadradinhos, logo, utilizando quatro
tetraminos, ficaria faltando um para ser preenchido. Pode-se perguntar se ¢ possivel
construir, utilizando s6 os dois tipos propostos inicialmente, um quadrado de lado seis.
Eles verificardo que, apesar de ter trinta e seis quadradinhos, que ¢ um valor multiplo de
quatro, isto ndo ¢ possivel. E importante discutir com os alunos as condigdes para

existéncia das ampliagoes.

fig.15

Em uma tabela os alunos registram a medida dos lados do tetramind ampliado.
Eles também deverao registrar a quantidade de quadradinhos unitarios da ampliacao e
verificar “quantas vezes” ela aumentou em relagdo ao tetramind original. Através de
uma discussdo com a classe, o professor deve buscar estabelecer uma relagdo entre a
razdo de semelhanga e a razdo entre as areas. Neste momento o professor pode fazer
comentarios sobre grandezas unidimensionais e bidimensionais. Damos um exemplo de

como pode ficar a tabela.

Tetramino original: -2 unidades de lado

-4 quadradinhos

11
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Ampliagdo:
Lado| Quadradinhos Quantas vezes aumentou o lado | Quantas vezes aumentou a area
4 16 2 4ou (29
8 64 4 16 ou (4%)
12 144 6 36 ou (6%)

Para complementar a atividade pode-se utilizar o laboratério de informatica e o
Tetris, um jogo composto por tetraminds que “caem” e devem ser encaixados de
maneira que as linhas horizontais se completem e desaparecam. Os alunos desenvolvem

nogoes de rotagdo e aumentam sua percepcao espacial.

Conclusao

Sabemos que ndo esgotamos as possibilidades de uso dos jogos aqui
apresentados, pois nosso interesse estava voltado para o estudo do tema “Tesselagdes”
no ensino de Geometria. Porém, ao propor essas atividades esperamos ter contribuido
para ampliar o leque de sua aplicagdo. O estudo do espago fisico e dos entes
geométricos desenvolve habilidades de percepgdo e criacdo. O uso dos jogos permite
que muitos objetivos sejam alcangados, como a colaboragdo, a disciplina e a confianga.
O tema tesselagdes desperta o interesse dos alunos e possibilita que os conceitos
geométricos tenham aplicacdo pratica, podendo ser “manipulados” e melhor
compreendidos. Esperamos, assim, poder colaborar para que o ensino de Geometria nao
se limite a defini¢des e classificagdes, mas que, em associagdo com a arte, desperte o
interesse do aluno pela exploragdo do espago que o cerca, desenvolvendo sua

autoconfianca e criatividade.

Palavras-chave: Tesselacdes, jogos, geometria.
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