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Resumo:
Frente a realidade do ensino contemporaneo que demanda a necessidade de diversificar o uso

de estratégias de ensino, pretendemos propor uma abordagem, por meio de material concreto
e que pode tornar-se bastante significativa no ensino da matematica. Este trabalho discute
sobre a historia, aplicacdes classicas e utilizagdo do origami em sala de aula. Apds uma breve
apresentacdo historica sobre o origami, apresentamos uma abordagem axiomadtica deste
instrumento. Dois dos trés famosos problemas matematicos gregos da antiguidade que nao
podem ser solucionados através da régua e compasso: trisseccdo do angulo e duplicacdo do
cubo encontram uma solu¢do por meio das técnicas de origami. Além disso, apresentamos
sugestdes de roteiros de aulas e a atividade aplicada em sala de aula que obteve resultado
satisfatorio.

Palavras-chave: aprendizagem; geometria; origami; trissec¢ao; axioma.

1. Introduciao

O ensino de matematica tem se tornado um verdadeiro desafio. No cotidiano escolar
verifica-se o baixo rendimento na disciplina e as avaliagdes externas comprovam o despreparo
dos alunos. Requer-se a diversificagdo de metodologias na pratica docente, projetando um
cendrio mais atraente ¢ motivador ao aluno e tornando possivel o desenvolvimento de
habilidades e competéncias. Neste contexto ¢ que uma nova abordagem da geometria pode ser
de grande valia. Aqui sera proposto um recurso alternativo com o intuito de trazer significado

ndo s6 a geometria, mas a matematica como um todo: o origami.

Em verdade, por muito tempo o ensino da geometria desempenhou, tdo somente, um
papel secundério no ensino da matematica. Seu resgate poderd minimizar as deficiéncias

encontradas e o uso do origami, neste sentido, se mostrar bastante proficuo. Alids, ¢ sabido
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que a utiliza¢do de recursos concretos e lidicos no ensino da matematica pode trazer ganhos
na significagcdo dos contetudos, permitindo que o aluno faga a apropriagdo do conhecimento e
tenha uma aprendizagem mais eficaz. Apesar de ser uma técnica conhecida hd mais de dois
milénios, ¢ pouco difundida como recurso metodoldgico de ensino. No Brasil ¢ também
chamada de dobradura e usualmente tratada apenas como forma de arte ou diversdao. Como
bem pontuou Robert J. Lang (2010), as figuras de origami possuem uma beleza estética que
agrada tanto ao matematico como o leigo. Parte do seu apelo ¢ a simplicidade do conceito,
onde ¢ possivel fazer desde constru¢des pouco elaboradas até as mais complexas por meio da

definicdo de uma sequéncia de dobragem.

Este campo € rico e variado, com conexdes nos diversos campos da matematica como:
divisdo bindria, construcdo de fracdes ou proporcdes racionais, determinagdo de fragdes
irracionais, constru¢des geométricas diversas, entre outras. Estimular a inser¢do dessa
metodologia, ainda pouco utilizada nos processos de ensino certamente concorrera para o

aprimoramento do ensino da matematica.
2. Contexto historico do Origami

Acredita-se que o origami seja criacdo japonesa. Apesar de o papel ter sido
desenvolvido na China, os origamis mais antigos encontrados datam do século VI d.C.,
mesmo periodo em que o papel chegou ao Japao, trazido pelos monges budistas. Ademais, a
propria palavra “origami” deriva de duas palavras japonesas. A expressao Ori significa dobrar
e Kami possui dois significados: papel e deus. Ori e Kami formam assim a palavra origami
que designa precisamente a arte de criar figuras diversas utilizando-se apenas papéis e

dobraduras, sem corta-los ou cola-los. (FREITAS, 2013)

Inicialmente, a arte foi dominada pelos nobres em razao do custo elevado da matéria
prima. De fato, o papel era tido como artigo de luxo e o origami utilizado para adornar
cerimoniais religiosos. Apos o papel tornar-se mais popular, a técnica se difundiu e ja em
1876 integrava o curriculo escolar japonés. O origami passou a compor parte relevante na
cultura japonesa. Era possivel reconhecer as diferentes classes sociais e profissdes, por
exemplo, a partir da constatagao de quais dobraduras os individuos possuiam. A disseminagao
da técnica culminou por aperfeicod-la e sua pratica alcangou o mundo. No Brasil ocorreu mais

tardiamente e era privilégio das familias portuguesas mais abastadas.
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O origami ganhou ainda mais notoriedade com a lenda do passaro grou, ave sagrada
no Japdo. A lenda dizia que o passaro viveria mil anos e qualquer pessoa que dobrasse mil
passaros de papel teria seu desejo atendido. Uma menina, chamada Sadako, sofria com
sequelas deixadas pela bomba atomica de Hiroshima, e ao conhecer essa lenda, iniciou sua
jornada na esperancga de sobreviver, mas acabou falecendo antes de completar os mil passaros.
Sua obstina¢do inspirou milhares de criancas a arrecadarem dinheiro para erigir um
monumento em sua homenagem. Num gesto de protesto e de apelo pela paz mundial, foram
gravadas as seguintes palavras: “Este ¢ o nosso grito. Esta ¢ a nossa prece. Construir a paz no
mundo que € nosso”. (OLIVEIRA, 2004). O Tsuru (passaro grou) se consubstanciou em um
simbolo da paz, a pratica do origami adquiriu no Japao uma conotagdo muito mais artistica e
filosofica do que cientifica. O alemao Friedrich Froebel foi o pioneiro em desenvolver um
método pedagdgico. Posteriormente, o inglés Arthur H. Stone registrou os flexdgonos como
exemplo de aplicacdo do origami, permitindo de forma recreativa verificar conceitos
matematicos. Na formaliza¢do desta técnica Humiaki Huzita e Koshiro Hatori destacaram-se
nos estudos que enumeravam as possiveis dobragens em origami e as combinagdes entre elas

sendo esta a primeira descri¢do formal.
3. AXIOMAS DE HUZITA HATORI

Humiaki Huzita se destacou quando apresentou seis operagdes para definir uma
dobragem com um tUnico vinco que, por si sO, alinha varias combinagdes de pontos e retas ja
existentes. Estas operagdes ficaram conhecidas como axiomas de Huzita e fornecem a
primeira descricao formal para as construgdes geométricas por origami. Anos mais tarde, em
2002, Koshiro Hatori apresentou uma sétima dobragem que completa a lista dos sete axiomas
de Huzita-Hatori. Os axiomas de Huzita-Hatori, retirados de Cavacami e Furuya (2010), sdao

os descritos a seguir:

Axioma 1: Dados dois pontos, P; e P;, existe apenas uma dobra que passa por eles.

Figura 1: Axioma 1

Fonte: CAVACAMI e FURUYA, 2010, p. 3
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Axioma 2: Dados dois pontos, P; ¢ P, ha uma dobragem que os torna coincidentes.

Figura 2: Axioma 2
Fonte: CAVACAMI e FURUYA, 2010, p. 3

Axioma 3: Dadas duas retas, 11 € 12, hd uma dobra que as torna coincidentes.

Figura 3: Axioma 3
Fonte: CAVACAMI e FURUYA, 2010, p. 4

Axioma 4: Dados um ponto P e uma reta r, hd uma dobra perpendicular a r que passa por P.

Figura 4: Axioma 4
Fonte: CAVACAMI e FURUYA, 2010, p. 4

Axioma 5: Dados dois pontos, P; e P, e uma reta 71, se a distdncia de P; a P, for igual ou

superior a distancia de P; a 73, hd uma dobra que faz incidir P; em 11 e que passa por P,

Figura 5: Axioma 5
Fonte: CAVACAMI e FURUYA, 2010, p. 4

Axioma 6: Dados dois pontos, P; e P, e duas retas, 71 e 2, se as retas ndo forem paralelas e se

a distancia entre as retas ndo for superior a distdncia entre os pontos, ha uma dobragem que
faz incidir Py emn, ¢ P; em 13.
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Figura 6: Axioma 6
Fonte: CAVACAMI e FURUYA, 2010, p. 5

Axioma 7: Dado um ponto, P, e duas retas, ;e 3, se as retas ndo forem paralelas, hd uma

dobragem que faz incidir P em 73 ¢ é perpendicular a 73.

D“TI\\J / B
| =
Figura 7: Axioma 7
Fonte: CAVACAMI e FURUYA, 2010, p. 5

4. Problemas classicos da antiguidade grega.

Trés importantes problemas sdo conhecidos como “Os trés problemas cldssicos da
antiguidade grega”. Segundo Howard Eves (2011), a importancia destes problemas ¢ que nao
podem ser resolvidos, a ndo ser aproximadamente, com régua e compasso nao marcados,
embora sirvam para a resolu¢do de muitos outros problemas de construcdo. Além disso, a
busca pela solucdo destes problemas possibilitou inimeras descobertas matemdaticas em
diversas areas como: as secgdes cOnicas, muitas curvas cubicas e quarticas e varias curvas
transcendentes, o desenvolvimento de partes da teoria das equagdes ligadas a dominios de
racionalidade, niumeros algébricos e teoria de grupos. Apresentaremos aqui dois dos trés

problemas, sendo estes possiveis de serem solucionados através do Origami
4.1 Trisseccao do angulo.

O problema de dividir um angulo arbitrario em n partes iguais era de grande interesse
dos gregos, pois através deste recurso poderia ser construido um poligono regular de n lados.

Tal problema pode ser solucionado através do origami. Utilizando uma folha de papel
quadrada de dimensdo qualquer, apresentamos um método para trisseccionar um angulo

agudo. Para encontrar a trissec¢@o, basta seguir a rotina da Figura 5.1:
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(1) Marcar o dngulo 6 a (2) Dobrar horizontalmente, (3) Dobrar e abrir.

trissectar. em qualquer lugar da folha.

3 {
o/
Cy V“
A
i\
[EAY
Byl —
/ \
\
c \
A =
(4) Dobrar de forma que o (5) Dobrar prolongando a li- (6) Abrir.

ponto A fique sobre a linha nha que termina no ponto B’
horizontal indicada, e o ponto  (dobra feita no passo 3), e
C sobre a linha obligiia mar-  logo abrir.

cada no passo (1).

-
X
\ '/ X ‘z /
X ——AY /3
A AN a3
|, |/ X \ \9/
4 I/ \ | .\ 03
(7) Dobrar prologando a do- (8) Dobrar e abrir. (9) Resultado final.

bra feita no passo (5). Note
que a dobra deve terminar no
vértice inferior esquerdo.

Figura 8: Trissecgao.
Fonte: LUCERO,2006a, p 1-2

O passo que ndo pode ser realizado pela régua e compasso ¢ o de item 4 que ¢ dado

pelo axioma 6 de Huzita.

Demonstragdo: Na figura abaixo foi reproduzida o resultado final juntamente com a

dobra do passo (4).

A e

Figura 9: Demonstragdo trissec¢ao.
Fonte: LUCERO, 2006a, p.2

Queremos mostrar que @ = f = y. Da dobradura (8) sabemos que @ = . Além disso,
os tridngulos AB'A'e AB'C’ sdo congruentes. De fato: Como AB = BC da dobra (3) resulta que

B'A"=B'C"; da dobra (5) temos que AB" ¢ perpendicular a AC'. Assim, temos que f =¥
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4.2 Duplicacio do Cubo

O segundo problema que também ndo ¢ possivel de ser solucionado com régua e

compasso ndo marcados, mas possivel através das técnicas do origami ¢ a duplicag¢@o do cubo.

Conta Eratdstenes que, certa vez na antiga Grécia, os habitantes da ilha de
Delos perguntaram ao oraculo de Apolo o que fazer para combater uma peste que
assolava o povo. A resposta do oraculo foi que o altar de Apolo, de forma cubica,
devia ser duplicado. Assim, teria nascido o problema geométrico da duplicagdo do
cubo, também conhecido como “problema deliano, que se tornou um dos problemas
classicos da Antiguidade.” (BOYCE, 1996; HEATH 1981 apud LUCERO, 2006,
p-D.

/ {
J

~
\ -~
N =
-
-~
-~
\

(1) Marcar o ponto médio na (2) Dobrar e abrir. (3) Dobrar e abrir.
borda direita.

(4) Dobrar horizontalmente, (5) Dobrar horizontalmente, (6) As linhas de dobrado ho-
de forma que a borda supe- de forma que a borda inferior  rizontais dividem a folha em
rior toque a interseccao das li-  toque a linha de dobrado an-  trés partes iguais.

nhas de dobrado anteriores, e  terior, e abrir.

abrir.

Figura 10: Procedimento duplica¢éo do cubo.
Fonte: LUCERO,2006b,p. 2

Algumas linhas da dobradura ndo relevantes foram eliminadas, e finalmente

encontramos V2.

]

A -~
(7) Dobrar de forma que o (8) Resultado final.
ponto A fique sobre a borda

direita, e o ponto B sobre a

linha horizontal indicada.

Figura 11 : Passos (7) e (8) duplicacdo do cubo.
Fonte: LUCERO,2006b,p. 2

Demonstragdo: A demonstracdo estd de acordo com Lucero (pag 3, 2006 ). Os passos

de (1) a (6), dividem o quadrado em trés partes iguais.
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s
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)

Figura 12: Demonstragdo duplicag@o do cubo — parte 1.
Fonte: LUCERO,2006b,p. 3

De fato: tome a folha com comprimento I, ¢ insira um eixo coordenado (x, ¥), no canto
inferior esquerdo da figura. O ponto C estd a mesma distancia da borda inferior e da borda
direita, tomemos como s esta distancia. As coordenadas dos pontos sdo:

C=(xcyve)=(—575)eD=(xpyp) = (Z,é). Considerando C: tana = i Considerando D:

Ie
iy

r—

tana =2, Assim: —=-2 =] =§. Pelos passos (4) e (5) as linhas horizontais tem a

i -3

—
—

distancia de ; entre si. Observe agora a figura:

\ B’ t

0+——

Figura 13: Demonstrag@o do cubo — parte 2.
Fonte: LUCERO,2006Db,p. 4

De acordo com os passos (7) e (8) podemos determinar as seguintes coordenadas:
A=(00); B= (0,%); A=(1);B = (a,?); sendo a abcissa do ponto B. A partir
também da dobra (7), temos que A e B sdo os pontos médios dos segmentos A4 e BB

. o 11 a i . A A
respectivamente. Logo A = (—,—); eB = (5,—). Pela geometria da figura os trés angulos

a e a4 a
& & & &

que sdo representados por S sdo iguais. Assim: A partir do vértice A: (I) tanf =%

Considerando o vértice em B: (II) tanf =—;— Considerando o vértice em B :
l—af_ - = 2

(IIl) tanf === T: Igualando (I) = (II) %z == a= . Igualando (I1) = (110)
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=—=13-31"+31-3=0=(l—-1) =2 = 0 E substituindo t =1-1

1] lln |

temos: (£)? —2 = 0=t= V2 que prova a solucao do problema deliano.
L que p p

Com dobraduras de papel € possivel resolver qualquer equacao ctbica, o que é

impossivel de ser feito com régua e compasso.
5. Resultados

Para verificar a influéncia do origami em sala de aula, foi desenvolvido um projeto
que consistia em confeccionar dobraduras simples para que os alunos conhecessem os
principais elementos geométricos. Esta atividade foi realizada em duas turmas do 7° ano de
uma escola publica de Presidente Prudente com duragdo de 8 aulas em cada uma. O projeto
foi apresentado a professora e alunos, que aceitaram participar voluntariamente da pesquisa e
acordaram que desenvolveriam as atividades com compromisso e atencdo. Inicialmente foi
aplicado um questionario com o propdsito de obter uma avaliacdo diagnodstica para a
verificagdo dos conhecimentos prévios dos discentes acerca dos elementos geométricos. Os
discentes deveriam escrever uma definicdo e/ou representar o que entendiam por: angulo;
angulo reto; bissetriz; retas paralelas; retas perpendiculares; retas concorrentes; segmento de
reta; tridngulo; triangulo equildtero; quadrado e vértice. Cerca de 70% dos alunos deixou a
maior parte dos itens em branco. A professora relatou que a sala apresenta grandes
dificuldades de aprendizado devido a defasagem em contetidos de anos anteriores. A andlise
diagnostica foi tabulada, os itens em branco foram considerados como erros. A maior parte
dos alunos enfrentou dificuldade tanto em representar como em descrever os elementos
geométricos. No item que se refere ao quadrado, grande parte representou por um quadrilatero
com angulos retos, mas sem congruéncia dos lados. A maior assertiva foi quanto a
representacdo do tridngulo. Os resultados das duas salas foram semelhantes, com pequena

variagdo entre elas. A média de acertos em ambas as salas ficou abaixo de 20%.

As aulas envolvidas no projeto foram ministradas durante quatro semanas seguidas,
acontecendo em aulas duplas em cada uma das salas. O material utilizado foi baseado em
Carneiro e Spira (2005). As atividades desenvolvidas através do recurso do origami foram:
determinagdo de retas perpendiculares a um ponto dado; constru¢do de duas retas paralelas;
construcdo da reta mediatriz a um segmento dado; determinagdo da reta bissetriz de um
angulo qualquer; determinagdo da altura e ortocentro de um tridangulo; construcdo de tridngulo

equilatero; constru¢do do quadrado; verificagdo da razdo durea; constru¢do de pentagono

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica
ISSN 2178-034X



'
\\M\, Educacdo Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades
\\\\\\\EN EM Séao Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016
\\\\\ COMUNICAGAO CIENTIFICA

‘ncontro Nacional de Educagao Matematica

regular; trissec¢do de um angulo agudo. Na ultima aula, apds a realizag¢do das atividades, os
alunos responderam novamente ao questiondrio conceitual. Observou-se que todos os
elementos pesquisados obtiveram melhora apos o trabalho com o origami. A média de acertos
subiu consideravelmente nas duas salas. Além disso, a maior parte dos alunos ndo deixou
questdes em branco e conseguiu além de definir, representar grande parte dos conceitos.
Segue abaixo os graficos que comparam os resultados entre a avaliagdo diagnostica e a

avaliagdo final.

COMPARAGAO DE RESULTADOS :
DIAGNOSTICOE FINAL - 7B

ACERTOS DIAGNOSTICO ~ ® ACERTOS FINAL

Grafico 1: Comparagdo de resultados 7°B
Fonte: Autoria propria.

COMPARAGAO DE RESULTADOS :
DIAGNOSTICOE FINAL - 7C

100% s

ACERTOS DIAGNOSTICA ~ ® ACERTOS FINAL

Grafico 2: Comparagdo de resultados 7°C
Fonte: Autoria propria.

Além da reaplicagdo do questionario apds a realizagao das atividades foi solicitado aos
alunos que respondessem sobre seu grau de satisfacdo em relagdo as aulas. A maior parte dos
discentes afirmou que a atividade foi interessante, diferente e divertida. Muitos deles disseram
que a realizacdo das atividades ndo foi facil, pois ndo tém contato com o uso de dobraduras
usualmente, entretanto a maioria acrescentou que a confec¢do do origami parece uma
brincadeira e que gostaram do desafio. O desenvolvimento do projeto foi agradavel sendo
perceptivel a empatia dos aprendizes em relacdo ao material utilizado. Os resultados espelham
o que foi descrito por Manso (2008, p.3)

Os resultados deste estudo apontam para que ao trabalhar com as dobragens, a
grande maioria dos alunos da turma: (1) conseguiram desenvolver uma

aprendizagem consistente, através da organizagdo das ideias; (2) demonstraram
entusiasmo por novos desafios e por novas descobertas; (3) desenvolveram a sua
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capacidade de autocritica; (4) reconheceram o valor do trabalho em grupo e a
importancia do papel do professor.

Uma pequena parcela descreveu que gostou bastante das atividades no inicio do
projeto, mas acharam que elas se tornaram um tanto repetitivas no decorrer das aulas. O
cansaco demonstrado pelos alunos devido a necessidade da repeticdo de procedimentos
também foi relatado por Manso (2008). Assim, com esta pesquisa, constatou-se melhoras
tanto no aspecto intelectual quanto no atitudinal. Houve elevacdo de cerca de 40% na média
de acertos das avaliagdes. Ainda foi notéria a motivagdo para o desenvolvimento dos

procedimentos bem como a cooperacao entre os pares.
6. Consideracoes Finais

A geometria do Origami desenvolvida a partir da década de 70 fundamenta a técnica
que pode ser muito eficaz na resolugdo de diversos problemas matematicos. O axioma 6 € o
diferencial que permite solucionar questdes que outrora ndo eram possiveis com o0s
instrumentos euclidianos. Este item torna possivel a resolucdo de equacdes cubicas como a

trissec¢do do angulo e o problema deliano.

A inser¢do deste instrumento no ensino tem sido alvo de estudo nos ultimos anos,
inclusive por alunos mestrandos do PROFMAT, entretanto ainda ndo repercutiu em sala de
aula de maneira desejavel. Até mesmo o curriculo oficial do estado de Sdo Paulo (2010)
embora tenha sido reestruturado a partir do ano de 2008, ndo aborda o uso do origami como
instrumento de ensino. O uso de dobraduras pode ser muito util no ensino da matematica. A
utilizagdo de materiais concretos em sala torna a aula dindmica e a aprendizagem mais
significativa. O trabalho desenvolvido em campo alcangou a receptividade dos alunos.
Percebe-se, contudo, que a utilizagdo sequenciada do mesmo instrumento também o torna
cansativo. Alguns alunos relataram em suas avaliagdes que as atividades finais tornaram-se
repetitivas. Conclui-se que ¢ imprescindivel no cotidiano da sala de aula diversificar
metodologias e estratégias, por iSso propusemos 0 origami cOmo mais um instrumento que

auxilie o docente nesta importante e desafiadora missao que ¢ o ensino da matematica.
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