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Resumo:

Através da Historia da Matematica, surpresas, emogdes € poesia, este minicurso fora aplicado
em turmas do 9° ano do Colégio de Aplicagao da Universidade Federal do Rio de Janeiro e no
3° ano do ensino médio do Instituto Federal do Rio Grande do Norte (Campus Sdo Paulo do
Potengi). Pretende ser uma proposta de aula, para séries do ensino fundamental II ou inicio do
ensino médio, sobre os diversos tipos de infinito e mostrar o qudo estranhos eles sdo! O
infinito dos numeros pares ¢ menor que o infinito dos nlimeros naturais? Como acomodar
infinitas pessoas no Hotel de Hilbert se todos os quartos ja estiverem ocupados? Como
introduzir o conceito de nimero irracional através de um didlogo entre Socrates e o escravo
Ménon? Quem foi Georg Cantor? Um maluco ou um visionario?

Palavras-chave: Infinitos; Historia; Cantor; Hotel de Hilbert.

1. Introduciao

“Longe, ao norte, numa Terra chamada Svithjod, existe uma rocha. Possui cem
milhas de altura e cem milhas de largura. Uma vez em cada milénio, um passarinho vem a
rocha para afiar seu bico. Quando a rocha tiver sido assim totalmente desgastada, entdo, um

unico dia da eternidade ter-se-d escoado”. Hendrik Van Loon

Muitos alunos do ensino médio, talvez a maioria, trabalham com fungdes reais sem
realmente conhecer a reta real, todas as suas peculiaridades e “segredos”. Utilizam nimeros
irracionais desde o ensino fundamental, quando aprende sobre a raiz quadrada de 2, radicia¢ao
e suas propriedades, o nimero Pi, sem saber ao certo como surgiram tais nimeros, por que
eles foram motivo para serem considerados um marco no pensamento da humanidade e algo
muito perturbador para os pitagdricos.

Antes dos estudantes aprenderem sobre fungdes reais, ¢ importante que eles tenham
uma nogdo sobre o que acontece na reta real. Para isso € necessario ter um conhecimento
sobre o infinito dos niimeros reais, e para conhecer o infinito dos niimeros reais, ¢ desejavel

que se conhega, previamente, o infinito dos niimeros naturais, que ¢ um assunto fascinante.
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Entdo, este minicurso abordard, a partir do infinito dos numeros naturais, alguns
aspectos muito interessante para um outra visdo da matematica tradicional. Nao aquela
matematica com problemas, contas, resolu¢des, procedimentos, mas como as ideias
matematicas surgem, como as conjecturas sdo criadas, como nossa intuicdo pode nos trair e
como a matematica tem o poder de retirar uma pessoa, que ndo sabe sobre os diversos

infinitos, da “caixinha”, do nosso mundo limitado, tridimensional e regido por numeros
M 9

racionais.
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2. O 1° Infinito

O minicurso comega com a pergunta: O que € infinito para vocés?

A partir das diversas respostas, o professor pode levantar diversas questdes e
discussdes acerca do que ¢ o conceito de infinito.

Onde no cotidiano, na natureza, na vida, encontra-se algo infinito? Serd que o infinito
existe ou ¢ uma invencao do intelecto humano?

Os fisicos ndo chegaram a uma conclusdo se existe uma menor particula, ou se o
Universo observavel tem um limite. O tempo, daqui para frente, ¢ infinito, ou seja, existe a
Eternidade? E com relag@o ao tempo passado? Houve um inicio ou o Universo sempre existiu,
tendo assim uma eternidade passada?

Essas sdo algumas das possiveis discussdes sobre as primeiras impressdes sobre o
infinito.

Alguém poderd dizer que os niimeros sdo infinitos. E ¢ justamente sobre o infinito dos
nimeros que os matematicos se debrugcaram e descobriram fatos muito estranhos, a comegar
pelo infinito dos nlimeros naturais.

A segunda pergunta a ser feita é: Existem mais numeros naturais ou mais numeros
pares? Ou ambos tém a mesma quantidade?

Segundo Penteado (2004), a maioria dos alunos responde que existem mais nimeros
naturais que pares, ¢ a argumentacao deles ¢ que os pares estdo inseridos no conjunto dos
naturais. Porém, os conjuntos em questdo, sdo conjuntos com infinitos elementos e ndo ¢
possivel quantifica-los como se fossem conjuntos finitos. E necesséria outra maneira de poder
compara-los, e essa maneira chama-se associagdo um-a-um.

Imagine que ¢ preciso saber se ha mais cadeiras ou mais pessoas em uma determinada
sala de aula. Para isso, ndo ¢ necessario contar os elementos de cada conjunto (cadeiras e
pessoas), basta cada pessoa sentar em uma Unica cadeira. Se sobrar cadeiras sem pessoas
sentadas, obviamente haverd mais cadeiras. Se, por outro lado, sobrarem pessoas em pé e
todas as cadeiras forem ocupadas, entdo existird mais pessoas que cadeiras.

Para comparar conjuntos infinitos faz-se o mesmo. Entdo, se for possivel encontrar
uma associagdo de todos os elementos de um conjunto em um Unico elemento do outro e vice-
versa (uma bije¢do), ter-se-4 provado que ambos 0s conjuntos t€ém a mesma quantidade de

elementos.
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Entdo, nessa primeira etapa, ¢ possivel mostrar que o infinito dos nimeros naturais ¢
igual ao infinito dos numeros pares, dos numeros impares, dos numeros inteiros e dos
nimeros racionais!

Interessante notar que alguns alunos, percebendo que os infinitos t€ém a mesma
cardinalidade, podem conjecturar o seguinte: Se dois conjuntos possuem uma infinidade de
elementos, entdo eles tém a mesma quantidade de elementos, ou seja, tém a mesma
cardinalidade. O professor, por sua vez, deve alerta-los que isso ¢ apenas uma conjectura e
ndo pode se verificar sua validade no momento. H4 de se esperar surgir um outro infinito
maior que o infinito dos nimeros naturais!

A cada descoberta, os estudantes vao percebendo que sua intuicdo pode engana-los, as
vezes. Mesmo alunos do inicio da graduacdo em matemadtica, desconhecem esses fatos sobre
os diversos infinitos, mostrando assim que o ensino sobre esse assunto na educagdo basica nao

¢ o suficiente.

3. Hotel de Hilbert — Todos os quartos ocupados, mas sempre ha uma vaga para voce!

O Hotel de Hilbert ¢ um experimento mental matematico sobre conjuntos infinitos,
criado pelo matematico alemao David Hilbert. Esse hotel possui infinitos quartos individuais.

Cada nova situagdo, que se apresenta, parece ser impossivel soluciond-la. Dai vem a
riqueza desta atividade. Os participantes precisam pensar em novas formas e maneiras de
resolucdo, pois a anterior ja ndo da conta.

1? situacdo: Chegam infinitos héspedes querendo se hospedar.

Solucio: Acomoda-se cada hospede em um Unico quarto, sem problemas. Todos os quartos

ficam ocupados.
2% situacao: Chega 1 hospede e todos os quartos estdo ocupados.

Solucido: Acomoda-se este novo hospede no quarto 1 e todos os outros, ja acomodados,

passam para o quarto n+1.
3% situacao: Chegam 10 hdspedes e todos os quartos estdo ocupados.

Solucido: Acomoda-se este novo hospede no quarto 1 e todos os outros, ja acomodados,

passam para o quarto n+10.

4? situacao: Chegam infinitos hospedes e todos os quartos estdo ocupados.
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Solucio: Todos os hospedes acomodados passam para o quarto 2n, ficando livres todos os

quartos impares!

5" situacdo: Chegam 2 6nibus com infinitos hospedes em cada, e todos os quartos estdo

ocupados.

Solucdo: Todos os hospedes acomodados passam para o quarto 3n, ficando livres todos os
quartos nao multiplos de 3! Os integrantes do 1° 6nibus ocupardo os quartos 1, 4, ... 3n —2. Os

integrantes do 2° 6nibus ocuparao os quartos 2, 5, ... 3n - 1

6" situacdo: Chegam infinitos 6nibus com infinitos hospedes em cada, e todos os quartos

estavao ocupados.

Soluc¢io: Todos os hospedes acomodados passam para o quarto 2", ocupando assim todos os
quartos de poténcia 2. Os integrantes do 1° 6nibus ocupardo os quartos 3". Os integrantes do
2° 6nibus ocupario os quartos 5". Os integrantes do 3° 6nibus ocupardo os quartos 7". Ou seja,
toma-se todos os nlimeros primos, que sao infinitos, e para cada primo associa-se um Onibus,
e cada integrante dos Onibus sdo alocados no quarto de nimero enésima poténcia do namero

primo correspondente!

Em todas as situagdes o gerente do Hotel consegue hospedar todos os novos visitantes e, além

disso, no final, sobram infinitos quartos!

4. Socrates e o escravo Ménon

A histdria a seguir ¢ inspirada no didlogo platonico intitulado Ménon (ROQUE, 2012).

Sécrates propde ao escravo de Ménon um problema para encontrar o lado de um
quadrado de area 8, a partir de um quadrado de area 4, ou seja, de lado 2.

O escravo comega, entdo, a conjecturar os possiveis lados de tal quadrado. A primeira
medida considerada pelo escravo ¢ 4, porém ele ¢ guiado por Sécrates a concluir seu erro. A
segunda tentativa ¢ o lado 3, e novamente Socrates o faz concluir seu erro. Por fim o escravo
ndo sabe resolver o problema. Sécrates apresenta-lhe, entdo, o tal quadrado de area 8 e

desenha, diante os olhos do escravo, seus lados.
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Apesar de o quadrado estar ali desenhado na frente de ambos, nenhum deles consegue
determinar a medida do lado do quadrado de area 8. Surge entdo o maior problema
matematico daquela época, pois tal medida ndo poderia ser representada através do universo
dos numeros admitidos até entdo.

Essa ¢ entdo, uma possivel introdu¢do ao conceito de numeros irracionais e a

investigacdo de como ¢ o infinito desse novo conjunto de nimeros.

5. O 2°infinito — Georg Cantor e o paraiso dos Infinitos

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em Sdo Petersburgo no dia 3 de
marg¢o de 1845 e veio a falecer em 6 de janeiro de 1918. Cantor foi um matematico rejeitado
pelos seu colegas, como por exemplo, um dos mais eminentes matematicos da época Henri
Poincaré. Isso teve consequéncias muito ruins em sua vida. Teve diversos colapsos nervosos e
o tornou parandico (MORRIS, 1998).

Porém, seu trabalho foi de suma importancia para o desenvolvimento do conceito de
infinito. Até mesmo o proprio Cantor ndo acreditava nos resultados que estava obtendo. Em
uma carta enderecada ao matematico Richard Dedekind, em 1877, Cantor escreve: “Vejo que
é assim, mas ndo acredito”.

Cantor consegue mostrar que existem infinitos maiores que outros! A comecar pelo
infinito dos niimeros irracionais. Cantor prova que os irracionais ndo podem ser enumeraveis,
portanto ¢ um infinito estritamente maior que o infinito dos naturais.

Outros resultados mostram que o infinito dos numeros reais ¢ mais esquisito e contra-

intuitivo que o infinito dos niimeros naturais, que ja ¢ esquisito.

1° fato impressionante: O intervalo (0,1) possui a mesma quantidade de pontos que
qualquer segmento na reta real.

2° fato impressionante: O intervalo (0,1) possui a mesma quantidade de pontos que a
reta real!

3° fato impressionante: O intervalo (0,1) possui a mesma quantidade de pontos que o
quadrado de lado 1.

4° fato impressionante: O intervalo (0,1) possui a mesma quantidade de pontos que o

cubo de lado 1.
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5° fato impressionante: O intervalo (0,1) possui a mesma quantidade de pontos que
qualquer espago de dimensao n!

6° fato impressionante: Existem infinitos tipos de infinitos!

6. Consideracoes Finais

Acredito que com essa abordagem, os estudantes consigam ter uma melhor no¢do do
conceito de infinito, dos nimeros irracionais, dos numeros reais, além de ter uma visdao de
como a matemadtica ¢ viva, cheia de historias interessantes, que ¢ feita por sere humanos com
suas questdes pessoais, problemas de aceitacdo, que ndo ¢ criada do dia par a noite, e sim
através de anos e anos de estudo.

As experiéncias vividas nas turmas do ensino fundamental e médio, onde foram
aplicadas essas atividades, foram muito satisfatorias. Os alunos se mostraram interessados e
fascinados com os resultados totalmente contra-intuitivos apresentados.

Dessa forma, espero que este minicurso inspire outros professores a olharem com mais
carinho para o conceito de infinito, mostrarem a matematica como um assunto inspirador,
tanto para matematicos como para poetas.

“Ninguém havera de nos expulsar do paraiso que Cantor criou para nos”.

David Hilbert
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